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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå íàéäåíû ñòðóêòóðíûå òåîðåìû äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ìî-

äóëåé íàä êîëüöîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ôàêòîðíî äåëèìûõ ñìå-
øàííûõ ãðóïï.

Ââåäåíèå
Êîëüöî ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ìîäóëè íàä íèì âïåðâûå áûëè ðàñ-

ñìîòðåíû Ôîìèíûì À. À. â [2] è Êðûëîâûì Ï. À. â [12] è [13]. Ïîçäíåå â [3]
è [4] Ôîìèí èñïîëüçîâàë ýòè ìîäóëè äëÿ èçó÷åíèÿ ôàêòîðíî äåëèìûõ ñìåøàí-
íûõ ãðóïï è ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà. À â [12] Êðûëîâ èñïîëüçîâàë
ìîäóëè íàä êîëüöîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë äëÿ èçó÷åíèÿ òàê íàçûâàåìûõ
sp-ãðóïï.

Ìíîãèå âàæíûå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè ãðóïïàìè ìîäóëåé íàä êîëü-
öîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ê êëàññè÷åñêèì ïðèìåðàì òàêèõ ãðóïï, ðàñ-
ñìîòðåííûì â [1], îòíîñÿòñÿ äåëèìûå, àëãåáðàè÷åñêè êîìïàêòíûå è ãðóïïû ñ
π-ðåãóëÿðíûìè êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ. Äðóãîé âàæíûé ïðèìåð ýòî ñìåøàí-
íûå ãðóïïû, ëåæàùèå ìåæäó ñóììîé è ïðîèçâåäåíèåì ñâîèõ p-êîìïîíåíò (sp-
ãðóïïû). [5] � [12] ñîñòàâëÿåò äàëåêî íå ïîëíûé ñïèñîê ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ
sp-ãðóïïàì.

Ïîìèìî [2], ìîäóëè íàä êîëüöîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ðàññìàòðèâà-
ëèñü â [14], ãäå áûëè îïèñàíû èíúåêòèâíûå ìîäóëè, à òàêæå â [13], ãäå áûëè
îïèñàíû èäåàëû êîëüöà ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ðåøåíû íåêîòîðûå âî-
ïðîñû, êàñàþùèåñÿ êîëåö ýíäîìîðôèçìîâ è ãðóïï ãîìîìîðôèçìîâ sp-ãðóïï.

Äàííóþ ðàáîòó ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà òðè ÷àñòè. Ê ïåðâîé ÷àñòè îò-
íîñÿòñÿ ïàðàãðàôû 1 è 2, â êîòîðûõ ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ðàáî÷èå ïîíÿòèÿ è ñâîé-
ñòâà, ñâÿçàííûå ñ ìîäóëÿìè íàä êîëüöîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Âòîðóþ
÷àñòü ñîñòàâëÿþò ïàðàãðàôû 3 è 4. Â íèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòðîåíèå íåêîòîðûõ
êëàññîâ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ìîäóëåé. Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ýòîé ÷àñòè
ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû 3 è 4, à òàêæå ñëåäñòâèÿ 2 è 4. Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè
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(ïàðàãðàô 5) ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìîäóëåé íàä êîëüöîì ïñåâäîðàöè-
îíàëüíûõ ÷èñåë ñ ôàêòîðíî äåëèìûìè ñìåøàííûìè ãðóïïàìè è ãðóïïàìè áåç
êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà.

Âñþäó äàëåå Z, Q è Ẑp � îáîçíà÷åíèÿ êîëåö öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ è öå-
ëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå èõ àääèòèâíûõ ãðóïï. Z(m) �
êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, N �
ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. ×åðåç r(G) áóäåì îáîçíà÷àòü ðàíã áåç êðó÷å-
íèÿ ãðóïïû G è íàçûâàòü åãî ïðîñòî ðàíãîì, ÷åðåç r∗(M) � ïñåâäîðàöèîíàëü-
íûé ðàíã R-ìîäóëÿ M . Ïåðèîäè÷åñêóþ ÷àñòü ãðóïïû G áóäåì îáîçíà÷àòü t(G).
Îñòàëüíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíû è ñîîòâåòñòâóþò [1].

� 1 Êîëüöî ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

Ðàññìîòðèì ïîäêîëüöî â êîëüöå Ẑ =
∏
p∈P

Ẑp, ñåðâàíòíî ïîðîæäåííîå èäåàëîì
⊕
p∈P

Ẑp è åäèíèöåé êîëüöà.

Îïðåäåëåíèå 1. [2] Êîëüöî R =
〈
1,

⊕
p∈P

Ẑp

〉
∗
íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ïñåâäî-

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì òàêæå êîíñòðóêöèè ðÿäà äðóãèõ êîëåö, ïðèâåäåííûå â ðàáîòàõ
[2] è [13]. Ïóñòü χ = (mp) � ïðîèçâîëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà, Kp = Z/pmpZ èëè
Kp = Ẑp, ïðè mp < ∞ è mp = ∞ ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè χ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî
ìíîãî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, òî ðàññìîòðèì ïîäêîëüöî Rχ =

〈
1,

⊕
p∈P

Kp

〉
∗ êîëüöà∏

p∈P

Kp. Åñëè âñå p-êîìïîíåíòû χ, çà èñêëþ÷åíèåì p1, . . . , pn, ðàâíû íóëþ, òî

ðàññìîòðèì êîëüöà Kχ = Kp1 ⊕ · · · ⊕ Kpn è Rχ = Q ⊕ Kχ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
χ = (∞), òî êîëüöî Rχ åñòü â òî÷íîñòè êîëüöî ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
à åñëè õàðàêòåðèñòèêà χ ïî÷òè íóëåâàÿ, òî Kχ � êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî
íåêîòîðîìó ìîäóëþ m.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîëåö Rχ, ïðèâåäåííûå â [2].
Ñâîéñòâà.
10. Ýëåìåíò r = (αp) ∈

∏
p∈P

Ẑp ïðèíàäëåæèò êîëüöó R òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî |r| = m/n òàêîå, ÷òî nαp = m
ïî÷òè ïðè âñåõ ïðîñòûõ p.

20. Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî |r|, îïðåäåëåííîå â 10 äëÿ ÷èñëà r ∈ R, åäèíñòâåííî.
30. Ýëåìåíòû âèäà εp = (0, . . . , 0, 1p, 0, . . . ) ÿâëÿþòñÿ èäåìïîòåíòàìè êîëü-

öà R. Áîëåå òîãî, ëþáîé èäåìïîòåíò êîëüöà R èìååò âèä ε = εp1 + · · · + εpn

èëè 1− ε.
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40. T =
⊕
p∈P

Ẑp ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì êîëüöà ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë (ïðè÷åì R/T ∼= Q) è ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ r ∈ R, ÷òî |r| = 0.
50. Ýïèìîðôíûå îáðàçû êîëüöà Rχ èìåþò âèä Rϕ èëè Kϕ, ãäå χ > ϕ.
Äàëåå ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èíâàðèàíòû è ñâîéñòâà ìîäóëåé íàä êîëü-

öîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
Îïðåäåëåíèå 2. [2] R-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ äåëèìûì, åñëè åãî àääèòèâ-

íàÿ ãðóïïà äåëèìàÿ áåç êðó÷åíèÿ è ïðè ýòîì rm = |r|m äëÿ ëþáûõ r ∈ R è
m ∈ M . Åñëè R-ìîäóëü íå ñîäåðæèò äåëèìûõ ïîäìîäóëåé, òî îí íàçûâàåòñÿ
ðåäóöèðîâàííûì.

Òåîðåìà 1. [2] Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî R-ìîäóëÿ M ñïðàâåäëèâî:
1. Ìîäóëü M ëèáî ðåäóöèðîâàííûé, ëèáî ñîäåðæèò íàèáîëüøèé äåëèìûé

ïîäìîäóëü divM ;
2. divM = {m ∈ M | tm = 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ T};
3. divM âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â M .
Òåîðåìà 2. [2] Åñëè M � ïðîèçâîëüíûé R-ìîäóëü, òî ìíîæåñòâî

TM = {tm | t ∈ T,m ∈ M}
ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ M , ïðè÷åì TM =

⊕
p∈P

Mp, ãäå Mp = εpM .

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü ñ ñèñòåìîé îá-
ðàçóþùèõ {x1, . . . , xn}. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî Ẑp-ìîäóëü Mp = εpM ïîðîæäàåò-
ñÿ ýëåìåíòàìè {εpx1, . . . , εpxn}. Êîíå÷íî ïîðîæäåííûé p-àäè÷åñêèé ìîäóëü Mp

ïðåäñòàâèì â âèäå ïðÿìîé ñóììû öèêëè÷åñêèõ Ẑp-ìîäóëåé:
Mp =

〈
a1

〉
Ẑp
⊕ · · · ⊕ 〈

an

〉
Ẑp

,

ãäå íåêîòîðûå ñëàãàåìûå ìîãóò áûòü íóëåâûìè.
Öèêëè÷åñêèé Ẑp-ìîäóëü èçîìîðôåí èëè Z/pkipZ, ãäå kip � öåëîå íåîòðèöà-

òåëüíîå ÷èñëî, èëè Ẑp. Ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôèçì

Mp
∼= Z(pk1p)⊕ · · · ⊕ Z(pktp)⊕

⊕
s

Ẑp (t + s = n),

îïðåäåëÿåò ñëåäóþùóþ óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ íåîòðèöà-
òåëüíûõ ÷èñåë è ñèìâîëîâ ∞

0 6 k1p 6 · · · 6 knp 6 ∞, (1)

ãäå ïîñëåäíèå s ÷ëåíîâ åñòü ñèìâîëû ∞ (0 6 s 6 n). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1)
ïî âñåì ïðîñòûì p îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòèê. Íåñêîëüêî
ïåðâûõ õàðàêòåðèñòèê ìîãóò áûòü íóëåâûìè, åñëè èõ îòáðîñèòü, òî ïîëó÷èì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

χ1 6 · · · 6 χk. (2)

Ìíîæåñòâî õàðàêòåðèñòèê (2) áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêîé
êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî R-ìîäóëÿ M .
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Îïðåäåëåíèå 3. [2] Ïñåâäîðàöèîíàëüíûì ðàíãîì R-ìîäóëÿ M íàçûâàåò-
ñÿ dimQ

(
M/TM

)
� ðàçìåðíîñòü ôàêòîðìîäóëÿ M/TM , ðàññìàòðèâàåìîãî â

êà÷åñòâå âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì Q ∼= R/T .

Ñâîéñòâà.
60. Åñëè M =< x1, . . . , xn >R, òî r∗(M) 6 n.
70. Åñëè N � ïîäìîäóëü R-ìîäóëÿ M , òî r∗(N) 6 r∗(M).
Òàê êàê N ⊂ M è TN ⊂ TM , òî ñóùåñòâóåò ìîíîìîðôèçì èç âåêòîðíîãî

ïðîñòðàíñòâà N/TN â M/TM , è çíà÷èò, dimQ(N/TM) 6 dimQ(M/TM).
80. Åñëè N � ïîäìîäóëü R-ìîäóëÿ M , òî r∗(M) = r∗(M/N) + r∗(N).
Òàê êàê T (M/N) = TM/TN è (M /N )/(TM /TN ) ∼= (M /TM )/(N /TN ) , òî

r∗(M) = dimQ((M/N)/(TM/TN)) + dimQ(N/TN) = r∗(M/N) + r∗(N).

90. Åñëè M � R-ìîäóëü ëîêàëüíî ñâîáîäíîé îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêè (â
íåé íåò ñèìâîëîâ ∞), òî r∗(M) = r(M).

Åñëè M � R-ìîäóëü ëîêàëüíî ñâîáîäíîé îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêè, òî
TM = t(M), ñëåäîâàòåëüíî, r∗(M) = r(M/t(M)) = r(M).

� 2 Ìîäóëü ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé

Ïóñòü X = {x1, . . . , xn} � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ R-ìîäóëÿ M .
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

∆MX = {(r1, . . . , rn) ∈ Rn | r1x1 + · · ·+ rnxn = 0},

êîòîðîå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì. Åñëè X � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ â M ,
òî ∆MX áóäåì íàçûâàòü ìîäóëåì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé ìîäóëÿ M .

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü M è L � ïðîèçâîëüíûå ìîäóëè íàä êîëüöîì R.
Åñëè X = {x1, . . . , xn} � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ â M , Y = {y1, . . . , yn} � ïðîèç-
âîëüíûå ýëåìåíòû èç L, òî ãîìîìîðôèçì f : M → L, òàêîé, ÷òî f(xi) = yi

(1 6 i 6 n), ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆MX ⊆ ∆LY .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé. Ðàññìîòðèì ãîìîìîð-
ôèçì f : M → L, òàêîé ÷òî f(xi) = yi (1 6 i 6 n). Åñëè (r1, . . . , rn) ∈ ∆MX , òî
r1x1 + · · ·+ rnxn = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

f(r1x1 + · · ·+ rnxn) = r1y1 + · · ·+ rnyn = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ∆MX ⊆ ∆LY .
Ïîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû. Ïóñòü ∆MX ⊆ ∆LY , ïîñòðîèì

ãîìîìîðôèçì f : M → L, òàêîé, ÷òî f(xi) = yi (1 6 i 6 n).
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Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâèå f : M → L, ïî çàêîíó

f(r1x1 + · · ·+ rnxn) = r1y1 + · · ·+ rnyn.

Ïóñòü g = r1x1+· · ·+rnxn = s1x1+· · ·+snxn � äâà ïðîèçâîëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ
ýëåìåíòà g ∈ M . Òîãäà

(r1 − s1)x1 + · · ·+ (rn − sn)xn = 0,

ò. å. ((r1 − s1), . . . , (rn − sn)) ∈ ∆MX . Òîãäà èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî

(r1 − s1)y1 + · · ·+ (rn − sn)yn = 0,

è çíà÷èò,

f(r1x1 + · · ·+ rnxn) = r1y1 + · · ·+ rnyn = s1y1 + · · ·+ snyn = f(s1x1 + · · ·+ snxn).

Òàêèì îáðàçîì, f � îòîáðàæåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî f ñîõðàíÿåò îïåðàöèè, ò. å.
f � ãîìîìîðôèçì.

Òàê êàê f(xi) = yi (1 6 i 6 n), òî f � èñêîìûé ãîìîìîðôèçì.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü M è L � ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå R-
ìîäóëè. Îíè èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íèõ ñóùåñòâóþò ðàâ-
íûå ìîäóëè ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè X = {x1, . . . , xn} � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ R-ìîäóëÿ
M, òî

n = r∗(M) + r∗(∆MX).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : Rn → M , ïî çàêîíó

ϕ(r1, . . . , rn) = r1x1 + · · ·+ rnxn.

Ëåãêî âèäíî, ÷òî ϕ � ãîìîìîðôèçì. À òàê êàê X � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ R-
ìîäóëÿ M , òî ϕ � ýïèìîðôèçì. Çàìåòèì, ÷òî

(r1, . . . , rn) ∈ ker ϕ ⇔ r1x1 + · · ·+ rnxn = 0,

ò. å. ker ϕ = ∆MX , ñëåäîâàòåëüíî,

M ∼= Rn/∆MX è n = r∗(M) + r∗(∆MX).

� 3 Ìîäóëè ïñåâäîðàöèîíàëüíîãî ðàíãà 1
Ëåììà 1. Åñëè M � öèêëè÷åñêèé R-ìîäóëü, òî r∗(M) = 1 èëè r∗(M) = 0.

Ïðè÷åì, â ïåðâîì ñëó÷àå M ∼= Rχ, ãäå χ � ïðîèçâîëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà, à âî
âòîðîì ñëó÷àå M ∼= Kϕ, ãäå ϕ � ïî÷òè íóëåâàÿ õàðàêòåðèñòèêà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M =
〈
x
〉

R
, òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ : R → M ïî

çàêîíó ϕ(r) = rx, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, ïðè÷åì ker ϕ ÿâëÿåòñÿ
èäåàëàì êîëüöà R. Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëü M èçîìîðôåí ýïèìîðôíîìó îáðàçó
êîëüöà R, ò. å. êàê óêàçàíî âûøå M ∼= Rχ èëè M ∼= Kϕ.

Òàê êàê r∗(Rχ) = 1 è r∗(Kϕ) = 0, òî âåðíî è âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ëåììà 2. Åñëè M = 〈m1, . . . , mn〉R � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûé R-ìîäóëü ïñåâäîðàöèîíàëüíîãî ðàíãà 1, òî â M ìîæíî âûáðàòü òàêóþ
ñèñòåìó îáðàçóþùèõ {s1, t2, . . . , tn}, ÷òî s1 /∈ TM , à t2, . . . , tn ∈ TM .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ:

mi1 = s1 /∈ TM, . . . , mik = sk /∈ TM ;

mik+1
= tk+1 ∈ TM, . . . , min = tn ∈ TM.

Òàê êàê

M/TM =
〈
s1 + TM, . . . , sk + TM, tk+1 + TM, . . . , tn + TM

〉
Q

=

=
〈
s1 + TM, . . . , sk + TM

〉
Q

è dimQ M/TM = 1,

òî k > 1. M/TM � îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Q, ñëåäîâàòåëüíî,
ëþáûå äâà ýëåìåíòà èç M çàâèñèìû ïî ìîäóëþ TM , â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè
l, m /∈ TM , òî l = rm + t, ãäå r ∈ R, t ∈ TM . Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:

s1 = s1;
s2 = r2s1 + t2, ãäå r2 ∈ R, t2 ∈ TM ;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
sk = rks1 + tk, ãäå rk ∈ R, tk ∈ TM.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî M =
〈
s1, . . . , sk, tk+1, . . . , tn

〉
R

=
〈
s1, t2, . . . , tn

〉
R
.

Òåîðåìà 3. Åñëè M � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü ïñåâ-
äîðàöèîíàëüíîãî ðàíãà 1, òî

M ∼= Rχ1 ⊕Kχ2 ⊕ · · · ⊕Kχm ,

ãäå õàðàêòåðèñòèêè χ2, . . . , χm ïî÷òè íóëåâûå, à χ1 � ëþáàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé R-ìîäóëü ïñåâäîðàöèîíàëü-
íîãî ðàíãà 1. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî M =

〈
s1, t2, . . . , tn

〉
R
, ãäå s1 /∈ TM , à

t2, . . . , tn ∈ TM . Òîãäà

M =
〈
s1, t2, . . . , tn

〉
R

=
〈
s1

〉
R

+
〈
t2, . . . , tn

〉
R

= Rs1 + S,

ãäå S =
〈
t2, . . . , tn

〉
R
⊆ TM . Áîëåå òîãî, òàê êàê t2, . . . , tn ∈ TM , òî íàéäåòñÿ

òàêîé èäåìïîòåíò ε ∈ R, ÷òî S =
〈
t2, . . . , tn

〉
R
⊆ εM . Òîãäà

M = ((1− ε)Rs1 + εRs1) + S =

6



= (1− ε)Rs1 + (εRs1 + S) = (1− ε)Rs1 + S1,

ãäå S1 = εRs1 + S. Òàê êàê εRs1 è S ñîäåðæàòñÿ â εM , òî S1 ⊆ εM , à òàê êàê
(1− ε)Rs1

⋂
εM = 0, òî è (1− ε)Rs1

⋂
S1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

M = (1− ε)Rs1 ⊕ S1.

Rs1 � öèêëè÷åñêèé R-ìîäóëü ïñåâäîðàöèîíàëüíîãî ðàíãà 1, çíà÷èò, îí èçî-
ìîðôåí Rχ. Òîãäà (1− ε)Rs1

∼= (1− ε)Rχ = Rχ1 .
Ïóñòü ε = εp1 + · · ·+ εpt . Ðàññìîòðèì R-ìîäóëü S1. Äëÿ íåãî ïîñòðîèì îòîá-

ðàæåíèÿ πi : S1 → εpi
S1 ïî çàêîíó πi(s) = εpi

s äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , t}. Îíè
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

a) πiπj =

{
0, ïðè i 6= j,
πi, ïðè i = j;

á) äëÿ ëþáîãî s ∈ S1, s = εs = εp1s + · · ·+ εpts = πp1(s) + · · ·+ πpt(s).

Òîãäà S1 = πp1 (S1)⊕ · · · ⊕ πpt (S1) = εp1S1 ⊕ · · · ⊕ εptS1.
Òàê êàê εpi

Rχ1 = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , t}, òî

εpi
S1 = εpi

TM = Mpi
∼= K2pi

⊕ · · · ⊕Kmpi
,

ãäå êàæäîå Kjpi
èçîìîðôíî ëèáî Z(p

kj

i ), ëèáî Ẑpi
. Ñëåäîâàòåëüíî,

S1
∼=

t⊕
i=1

K2pi
⊕ · · · ⊕

t⊕
i=1

Kmpi
∼= Kχ2 ⊕ · · · ⊕Kχm .

Òàêèì îáðàçîì, M ∼= Rχ1 ⊕Kχ2 ⊕ · · · ⊕Kχm .
Çàìåòèì, ÷òî R-ìîäóëü S1 èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 èìååò ïñåâäîðàöè-

îíàëüíûé ðàíã 0, è áîëüøå íà íåãî íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ óñëîâèé íå íàêëàäû-
âàåòñÿ. Ò. å. åãî ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíûì R-ìîäóëåì ïñåâäîðàöèîíàëüíîãî
ðàíãà 0. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííîå äëÿ S1 ðàçëîæåíèå, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè M � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü
ïñåâäîðàöèîíàëüíîãî ðàíãà 0, òî

M ∼= Kχ1 ⊕ · · · ⊕Kχm ,

ãäå χ1, . . . , χm � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî÷òè íóëåâûõ õàðàêòåðèñòèê.

Ñëåäñòâèå 3. Îáîáùåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñîñòàâëÿåò ïîëíóþ è íåçàâè-
ñèìóþ ñèñòåìó èíâàðèàíòîâ â êëàññàõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ R-ìîäóëåé ïñåâ-
äîðàöèîíàëüíîãî ðàíãà 0 è 1.

� 4 Óñëîâèÿ ðàçëîæèìîñòè íåêîòîðûõ R-ìîäóëåé
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Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü. Íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ìîäóëÿ M áóäåì îáîçíà÷àòü ρ(M). Î÷å-
âèäíî, ÷òî ρ(M) > r∗(M).

Òåîðåìà 4. Åñëè îáîáùåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ðå-
äóöèðîâàííîãî R-ìîäóëÿ M ñîñòîèò èç ðàâíûõ õàðàêòåðèñòèê χ1, χ2, . . . , χn,
è èõ ÷èñëî ðàâíî ρ(M), òî

M ∼= Rχ1 ⊕Rχ2 ⊕ · · · ⊕Rχn èëè M ∼= Kχ1 ⊕Kχ2 ⊕ · · · ⊕Kχn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (χ1, χ2, . . . , χn) � åãî îáîáùåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà, ïðè÷åì

χ1 = χ2 = · · · = χn = χ è n = ρ(M).

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1-é ñëó÷àé. Õàðàêòåðèñòèêà χ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåíóëåâûõ ýëå-

ìåíòîâ. Ïóñòü P1 = {p ∈ P |χp 6= 0}. Òàê êàê ρ(M) = n, òî â M ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {x1, . . . , xn}, ÷òî

〈
x1, . . . , xn

〉
R

= M . Ðàññìîòðèì ïðî-
èçâîëüíóþ êîìáèíàöèþ

r1x1 + · · ·+ rnxn = 0, ãäå r1, . . . , rn ∈ R. (1)

Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p îíà èíäóöèðóåò êîìáèíàöèþ

αp1εpx1 + · · ·+ αpnεpxn = 0, ãäå αp1 = εpr1, . . . , αpn = εprn. (2)

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ íà òèï Ðè÷ìàíà, ïîëó÷àåì:

〈
εpx1, . . . , εpxn

〉
Ẑp

=





0, åñëè χp = 0⊕
n

Z(pmp), åñëè 0 < χp = mp < ∞
⊕
n

Ẑp, åñëè χp = ∞
(3)

Òîãäà èç (2) è (3) ñëåäóåò

χp = ∞⇒ αp1 = · · · = αpn = 0 è χp = mp ∈ N⇒ αp1, . . . , αpn ∈ pmpẐp.

Åñëè â õàðàêòåðèñòèêå χ ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ñèìâîëîâ∞, òî ÷èñ-
ëà r1, . . . , rn èç êîìáèíàöèè (1) ñîäåðæàò áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåâûõ p-êîìïîíåíò,
à çíà÷èò, â ñèëó ñâîéñòâ 10 è 20 êîëüöà ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ëåæàò â èäå-
àëå T .

Åñëè õàðàêòåðèñòèêà χ ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ñèìâîëîâ∞, òî îíà ñîäåð-
æèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ p-êîìïîíåíò. Ïóñòü P2 = {p ∈ P |χp ∈ N}.
Òàê êàê ïñåâäîðàöèîíàëüíîå ÷èñëî r äåëèòñÿ íà ïðîñòîå p òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà εpr äåëèòñÿ íà p, òî ÷èñëà r1, . . . , rn äåëÿòñÿ íà p ïðè ëþáîì p ∈ P2. Íî
ïñåâäîðàöèîíàëüíîå ÷èñëî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ äåëèòåëåé òîëüêî
êîãäà îíî ëåæèò â T . Ñëåäîâàòåëüíî, r1, . . . , rn ∈ T .
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî ýëåìåíòû x1, . . . , xn íåçàâèñèìû ïî ìîäóëþ
TM , à çíà÷èò, r∗(M) = n. Òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî r∗(∆MX) = 0 è

∆MX =
⊕
p∈P

εp∆MX =
⊕
p∈P

Kp, (4)

ãäå Kp =
⊕
n

pmpẐp èëè Kp = 0, ïðè χp = mp < ∞ èëè χp = ∞ ñîîòâåòñòâåííî.
Ðàññìîòðèì R-ìîäóëü L = Rχ1 ⊕ Rχ2 ⊕ · · · ⊕ Rχn . Âîçüìåì â íåì ñèñòåìó

ýëåìåíòîâ Y = {y1, . . . , yn}, ãäå

y1 = (1, 0, . . . , 0), y2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , yn = (0, 0, . . . , 1).

Î÷åâèäíî, ÷òî Y � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ìîäóëÿ L, ïðè÷åì ∆LY = ∆MX . Òîãäà
ïî ñëåäñòâèþ 1 ìîäóëè M è L èçîìîðôíû.

2-é ñëó÷àé. Õàðàêòåðèñòèêà χ ïî÷òè íóëåâàÿ. Òîãäà r∗(M) = 0, à çíà÷èò, M
çàäàåòñÿ ñâîåé îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêîé, ò. å. M ∼= Kχ1 ⊕Kχ2 ⊕ · · · ⊕Kχn .

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè îáîáùåíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ðå-
äóöèðîâàííîãî R-ìîäóëÿ M ñîñòîèò èç õàðàêòåðèñòèê χ1, χ2, . . . , χn, îòëè÷à-
þùèõñÿ òîëüêî êîíå÷íûì ÷èñëîì ìåñò, è èõ ÷èñëî ðàâíî ρ(M), òî

M ∼= Rχ1 ⊕Rχ2 ⊕ · · · ⊕Rχn èëè M ∼= Kχ1 ⊕Kχ2 ⊕ · · · ⊕Kχn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè R-ìîäóëü M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ,
òî íàéäåòñÿ òàêîé èäåìïîòåíò (1 − ε) êîëüöà R, ÷òî ìîäóëü (1 − ε)M áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì òåîðåìû 4. Åñëè (1− ε)M = 0, òî

M = εM ∼= Kχ1 ⊕Kχ2 ⊕ · · · ⊕Kχn ,

à åñëè (1− ε)M 6= 0, òî

M = (1− ε)M ⊕ εM ∼= Rχ1 ⊕Rχ2 ⊕ · · · ⊕Rχn .

� 5 Ôàêòîðíî äåëèìûå ñìåøàííûå ãðóïïû

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì êàòåãîðèèQT F èQD, îáúåêòàìè êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà è ôàêòîðíî
äåëèìûå ñìåøàííûå ãðóïïû, à ìîðôèçìàìè � êâàçèãîìîìîðôèçìû.

Â [3] äîêàçàíî, ÷òî êàòåãîðèè QT F è QD äâîéñòâåííû, à â [4] ïîñòðîåíà
êàòåãîðèÿ F , îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûå R-ìîäóëè ñ
âûäåëåííîé ñâîáîäíîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ, à ìîðôèçìàìè � ïàðà êâàçèãîìî-
ìîðôèçìîâ è äîêàçàíî, ÷òî F ýêâèâàëåíòíà QD. Íèæå, ìû ïîïðîáóåì èñïîëü-
çîâàòü ¾ðîäñòâî¿ ãðóïï èç êàòåãîðèé QT F è QD c R-ìîäóëÿìè äëÿ ïåðåíîñà
ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ.
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Îïðåäåëåíèå 4. [3] Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ôàêòîðíî äåëèìîé, åñëè îíà íå
ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèõ äåëèìûõ ïîäãðóïï, íî ñîäåðæèò òàêóþ ñâîáîäíóþ
ïîäãðóïïó F êîíå÷íîãî ðàíãà, ÷òî G/F � ïåðèîäè÷åñêàÿ äåëèìàÿ ãðóïïà.

Ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ cèñòåìó ýëåìåíòîâ X = {x1, . . . , xn}, ïîðîæäàþùóþ
ãðóïïó F èç îïðåäåëåíèÿ 4, áóäåì íàçûâàòü ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ôàê-
òîðíî äåëèìîé ãðóïïû G, à ñàìó ãðóïïó F � åå ôóíäàìåíòàëüíîé ïîäãðóïïîé.

Ïóñòü G � ðåäóöèðîâàííàÿ ôàêòîðíî äåëèìàÿ ñìåøàííàÿ ãðóïïà. Ðàññìîò-
ðèì åå Z-àäè÷åñêîå ïîïîëíåíèå Ĝ. Êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì α : G → Ĝ ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîíîìîðôèçìîì, òàê êàê ker α =

⋂
n∈N

nG = G1 = 0. Ãðóïïà Ĝ ÿâëÿåòñÿ

Ẑ-ìîäóëåì, à çíà÷èò, è ìîäóëåì íàä êîëüöîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 5. [4] R-ìîäóëü R(G) = divG ⊕ 〈
α(G)

〉
R
, íàçûâàåòñÿ ïñåâ-

äîðàöèîíàëüíûì òèïîì ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïû G.

Ïñåâäîðàöèîíàëüíûì ðàíãîì ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïû áóäåì íàçûâàòü
ïñåâäîðàöèîíàëüíûé ðàíã åå ïñåâäîðàöèîíàëüíîãî òèïà è îáîçíà÷àòü r∗(G),

r∗(G) = r∗(R(G)).

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âëîæåíèå ϕ : G → R(G), ïîýòîìó
âñþäó äàëåå áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ãðóïïó G ñ åå îáðàçîì ϕ(G).

Ïîä îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïû áóäåì ïîäðà-
çóìåâàòü îáîáùåííóþ õàðàêòåðèñòèêó åå ïñåâäîðàöèîíàëüíîãî òèïà.

Òåîðåìà 5. Ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíà èìååò ëîêàëüíî ñâîáîäíóþ îáîáùåííóþ õàðàêòåðèñòèêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè G � àääèòèâíàÿ ãðóïïà R-ìîäóëÿ, òî

G = (1− εp)G⊕ εpG = (1− εp)G⊕ Ĝp.

ïðè ëþáîì ïðîñòîì p. Â [4] äîêàçàíî, ÷òî R(G) � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-
ìîäóëü, òîãäà Ĝp � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé Ẑp-ìîäóëü, ñëåäîâàòåëüíî, îí ðàñ-
êëàäûâàåòñÿ â êîíå÷íóþ ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ Ẑp-ìîäóëåé. Åñëè Ĝp íå
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, òî G ñîäåðæèò ïðÿìîå ñëàãàåìîå âèäà Ẑp, ÷òî íåâîçìîæíî,
òàê êàê èç îïðåäåëåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî G èìååò êîíå÷íûé ðàíã. Òàêèì îáðàçîì,
Ĝp � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïðè ëþáîì ïðîñòîì p, ò. å. G èìååò ëîêàëüíî ñâîáîäíóþ
îáîáùåííóþ õàðàêòåðèñòèêó.

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà ëîêàëüíî ñâîáîäíîé
îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ äî-
ñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî G = R(G), ò. å. rg ∈ G äëÿ ëþáûõ r ∈ R, g ∈ G.

Èç ñâîéñòâà 10 êîëüöà ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî r ∈ R ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

r = (1− ε)|r|+ εr,
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ãäå |r| = m
n
∈ Q, à ε = εp1 + · · · + εpk

� íåêîòîðûé èäåìïîòåíò èç êîëüöà R,
ïðè÷åì âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà n ëåæàò â ìíîæåñòâå {p1, . . . , pk}. Òàê êàê
G èìååò ëîêàëüíî ñâîáîäíóþ îáîáùåííóþ õàðàêòåðèñòèêó, òî

G = (1− ε)G⊕ εG, (1)

ãäå ãðóïïà (1−ε)G ÿâëÿåòñÿ p-äåëèìîé ïðè ëþáîì p ∈ {p1, . . . , pk}. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò g ∈ G, äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî:

rg = (1− ε)
m

n
g + εrg. (2)

Íî ïî âûøå ïîêàçàííîìó ýëåìåíò (1−ε)m
n
g ëåæèò â (1−ε)G, à εrg â εG. Òàêèì

îáðàçîì, èç (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî rg ∈ G, è çíà÷èò, G = R(G).
Îòìåòèì, ÷òî â [2] äîêàçàíî, ÷òî êëàññ ôàêòîðíî äåëèìûõ ãðóïï ëîêàëü-

íî ñâîáîäíîé îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêè ñîâïàäàåò ñ õîðîøî èçâåñòíûì êëàñ-
ñîì G � ñàìîìàëûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ðàíãà áåç êðó÷åíèÿ, ââåäåííûì Ñ. Ãëàç
(S. Glaz) è Ó. Óèêëåññîì (W. Wickless) â [6].

Èç òåîðåìû 5, ñâîéñòâà 90 è òåîðåìû 3 ïîëó÷àåì ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè G � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà ëîêàëüíî ñâîáîäíîé
îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêè, òî r∗(G) = r(G).

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè G � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà ëîêàëüíî ñâîáîäíîé
îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêè, òî G èìååò ïñåâäîðàöèîíàëüíûé ðàíã 1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ∼= Rχ, ãäå χ � íåêîòîðàÿ õàðàêòåðèñòèêà, íå ñîäåð-
æàùàÿ áåñêîíå÷íûõ p-êîìïîíåíò.

Ñëåäñòâèå 7. Åñëè ðåäóöèðîâàííàÿ ÷àñòü ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïû G
ëîêàëüíî ñâîáîäíîé îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêè èìååò ïñåâäîðàöèîíàëüíûé
ðàíã 1, òî

G ∼= Rχ1 ⊕Rχ2 ⊕ · · · ⊕Rχn ,

ãäå õàðàêòåðèñòèêè χ1, χ2, . . . , χn íå ñîäåðæàò ñèìâîëîâ ∞, ïðè÷åì õàðàêòå-
ðèñòèêà χ1 ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, à õàðàêòåðè-
ñòèêè χ2, . . . , χn ïî÷òè íóëåâûå.

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà, F =
n⊕

i=1

Zxi � åå ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Äëÿ G ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâî:

∇GX = {(r1, . . . , rn) ∈ Rn | r1x1 + · · ·+ rnxn ∈ G};

∆GX = {(r1, . . . , rn) ∈ Rn | r1x1 + · · ·+ rnxn = 0}.
Î÷åâèäíî, ÷òî ∇GX ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, à ∆GX � ìîäóëåì íàä êîëüöîì ïñåâäî-
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, è ∆GX ⊂ ∇GX . Ìîäóëü ∆GX áóäåì íàçûâàòü ìîäóëåì
ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïû G.
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Ëåììà 3. Åñëè G � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ñìåøàííàÿ ãðóïïà, òî

G ∼= ∇GX/∆GX .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : ∇GX → G ïî çàêîíó

ϕ(r1, . . . , rn) = r1x1 + · · ·+ rnxn.

Äàííîå îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, ÿäðî êîòîðîãî ñîâïà-
äàåò ñ ∆GX , ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå G ∼= ∇GX/∆GX .

Òåîðåìà 6. [4] Åñëè H � ðåäóöèðîâàííûé R-ìîäóëü, èëè G � äåëèìûé
R-ìîäóëü, òî HomZ(G,H) = HomR(G,H).

Ëåììà 4. Ïóñòü G è H � íåêîòîðûå ôàêòîðíî äåëèìûå ñìåøàííûå ãðóï-
ïû, ïðè÷åì H � ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà, èëè G � äåëèìàÿ.

n⊕
i=1

Zxi � ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ϕ : G → H � ïðîèçâîëüíûé ãîìîìîðôèçì,
òîãäà, åñëè

g = r1x1 + · · ·+ rnxn ∈ G, r1, . . . , rn ∈ R,

òî ϕ(g) = r1ϕ(x1) + · · ·+ rnϕ(xn).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1-é ñëó÷àé. G è H � ðåäóöèðîâàííûå ãðóïïû. Ïóñòü Ĝ è Ĥ � Z-àäè÷åñêèå

ïîïîëíåíèÿ ãðóïï G è H, òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ϕ∗ òà-
êîé, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

G
ϕ−→ H

↓ µ ↓ ν

Ĝ
ϕ∗−→ Ĥ.

Çäåñü îòîáðàæåíèÿ µ è ν ÿâëÿþòñÿ ìîíîìîðôèçìàìè, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî G ⊂ Ĝ è H ⊂ Ĥ. Òàê êàê Ĝ è Ĥ � ðåäóöèðîâàííûå R-ìîäóëè, òî, ïðèìåíèâ
òåîðåìó 6, ïîëó÷èì:

ϕ(g) = ϕ(r1x1 + · · ·+ rnxn) = ϕ∗(r1x1 + · · ·+ rnxn) =

= r1ϕ
∗(x1) + · · ·+ rnϕ∗(xn) = r1ϕ(x1) + · · ·+ rnϕ(xn).

2-é ñëó÷àé. G è H � äåëèìûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ, òîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ
äåëèìûìè R-ìîäóëÿìè, è ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 6

ϕ(g) = ϕ(r1x1 + · · ·+ rnxn) = r1ϕ(x1) + · · ·+ rnϕ(xn).

3-é ñëó÷àé. G � äåëèìàÿ ãðóïïà è H = D ⊕ H1, ãäå D � äåëèìàÿ ãðóïïà
áåç êðó÷åíèÿ, à H1 � ðåäóöèðîâàííàÿ. Òàê êàê Hom(G,H) = Hom(G,D), òî
äàííûé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 2.

4-é ñëó÷àé. H � ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà è G = D ⊕ G1, ãäå D � äåëèìàÿ
ãðóïïà, à G1 � ðåäóöèðîâàííàÿ. Òàê êàê Hom(G,H) = Hom(G1, H), òî äàííûé
ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 1.
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ôàêòîðíî äåëèìûå ñìåøàííûå ãðóïïû èçîìîðôíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íèõ ñóùåñòâóþò ðàâíûå ìîäóëè ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ
îòíîøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G è H � ïðîèçâîëüíûå ôàêòîðíî äåëèìûå ñìå-
øàííûå ãðóïïû, ∆GX è ∆HY � òàêèå èõ ìîäóëè ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ îòíîøå-
íèé, ÷òî

∆GX = ∆HY . (1)

Åñëè (r1, . . . , rn) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ∇GX , òî
r1x1 + · · ·+ rnxn = g ∈ G. (2)

Òàê êàê X � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ãðóïïû G, òî G/ 〈X〉 � ïåðèîäè÷åñêàÿ
ãðóïïà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå m ∈ N, ÷òî

mg = m1x1 + · · ·+ mnxn, (3)

ãäå m1, . . . , mn � íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà. Èç ðàâåíñòâ (2) è (3) ñëåäóåò, ÷òî
(mr1 −m1)x1 + · · ·+ (mrn −mn)xn = 0,

ò. å. ((mr1 −m1), . . . , (mrn −mn)) ∈ ∆GX . Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (1), ïîëó÷àåì:
(mr1 −m1)y1 + · · ·+ (mrn −mn)yn = 0,

èëè
m(r1y1 + · · ·+ rnyn) = m1y1 + · · ·+ mnyy ∈ 〈Y 〉 ⊂ H. (4)

Ãðóïïà H ñåðâàíòíà â R(H), çíà÷èò, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò h ∈ H, äëÿ êîòîðîãî

mh = m1y1 + · · ·+ mnyn. (5)

Èç (4) è (5) ïîëó÷àåì, ÷òî m(r1y1 + · · ·+ rnyn − h) = 0, ò. å.
r1y1 + · · ·+ rnyn − h = t ∈ t(R(H)).

Íî t(R(H)) = t(H), ñëåäîâàòåëüíî, r1y1 + · · ·+ rnyn = h− t ∈ H è
(r1, . . . , rn) ∈ ∇HY . (6)

Èç (6) ñëåäóåò, ÷òî ∇GX ⊆ ∇HY . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∇HY ⊆ ∇GX ,
ò. å. ∇GX = ∇HY . Òîãäà

G ∼= ∇GX/∆GX = ∇HY /∆HY
∼= H.

Ïðÿìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Îáðàòíî, ïóñòü ϕ � èçîìîðôèçì ãðóïï G è H, X = {x1, . . . , xn} � ôóíäà-

ìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ãðóïïû G, òîãäà ñèñòåìà Y = {ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)} ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé â ãðóïïå H, ïðè÷åì

r1x1 + · · ·+ rnxn = 0 ⇔ r1ϕ(x1) + · · ·+ r1ϕ(xn) = 0,

ò. å. ∆GX = ∆HY .
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Òåîðåìà 7. Åñëè îáîáùåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïû
G ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ õàðàêòåðèñòèê χ, è èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî r(G), òî
G ∼= ⊕

r(G)

Qχ, ãäå Qχ � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà ðàíãà 1, õàðàêòåðèñòèêè χ.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèÿì òåîðåìû, è X = {x1, . . . , xn} � åå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà. Ðàññìîòðèì
äâà ñëó÷àÿ.

1-é ñëó÷àé. G � ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà.
Â [4] ïîêàçàíî, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìîé ïñåâäîðàöèîíàëüíîãî

òèïà ãðóïïû G, ò. å.R(G) = 〈x1, . . . , xn〉R. Òàê æå, êàê â òåîðåìå 4 äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî ñèñòåìà X íåçàâèñèìà ïî ìîäóëþ TR(G). Òîãäà r(G) = r∗(R(G)) = n.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ìîäóëÿ
R(G), à çíà÷èò, R(G) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 4. Òîãäà

R(G) ∼=
⊕

n

Rχ. (1)

Òàê êàê r∗(R(G)) = n, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 2 r∗(∆R(G)X) = r∗(∆GX) = 0 è

∆GX =
⊕
p∈P

εp∆GX =
⊕
p∈P

Kp, (2)

ãäå Kp =
⊕
n

pmpẐp èëè Kp = 0, ïðè χp = mp < ∞ è χp = ∞ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü H =

⊕
n

Qχ. Òàê êàê ðàçëîæåíèå (2) ìîäóëÿ ∆GX îïðåäåëÿåòñÿ öå-
ëèêîì îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ãðóïïû, à ó G è H îíè ñîâïàäàþò, òî
∆G = ∆H. Òàêèì îáðàçîì, ïî ïðåäëîæåíèþ 3 ãðóïïû G è H èçîìîðôíû

2-é ñëó÷àé. G = divG⊕G/divG è divG 6= 0.
Çàìåòèì, ÷òî ïñåâäîðàöèîíàëüíûå òèïû ó ãðóïï G è G/divG îòëè÷àþòñÿ

òîëüêî ïðÿìûì ñëàãàåìûì divG, à çíà÷èò, îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè ó íèõ
ñîâïàäàþò. Ïóñòü

z1 = x1 + divG, z2 = x2 + divG, . . . , zn = xn + divG.

Òîãäà R(G/divG) = 〈z1, . . . , zn〉R. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

〈z1〉Ẑp

∼= 〈z2〉Ẑp

∼= · · · ∼= 〈zn〉Ẑp

ïðè ëþáîì ïðîñòîì p. Ò. å. o(εpz1) = · · · = o(εpzn) ïðè ëþáîì ïðîñòîì p, à
çíà÷èò, o(z1) = · · · = o(zn). Òàê êàê ñèñòåìà {x1, . . . , xn} íåçàâèñèìà, òî èç
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî r(G/divG) = r(G) èëè r(G/divG) = 0. Íî
divG 6= 0, çíà÷èò, r(G/divG) = 0, ò. å. r(divG) = r(G) è G/divG � ïåðèîäè÷åñêàÿ
ãðóïïà.

Òàêèì îáðàçîì, G/divG � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà ëîêàëüíî ñâîáîäíîé
îáîáùåííîé õàðàêòåðèñòèêè. Òîãäà ïî ñëåäñòâèÿì 5 è 2 G ∼= ⊕

n

Qχ, ãäå Qχ =

Q⊕Kχ � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà ðàíãà 1.
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Çàìåòèì, ÷òî ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà Qχ ðàíãà 1 îïðåäåëÿåòñÿ (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ñâîåé õàðàêòåðèñòèêîé χ, è ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê
ñåðâàíòíàÿ îáîëî÷êà 1 â êîëüöå Rχ. Â ÷àñòíîñòè, Qχ = Rχ, åñëè χ íå ñîäåðæèò
ñèìâîëîâ ∞.

Ñëåäñòâèå 8. Åñëè îáîáùåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôàêòîðíî äåëèìîé ñìå-
øàííîé ãðóïïû, ñîñòîèò èç õàðàêòåðèñòèê, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó òèïó,
è èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî ðàíãó ãðóïïû, òî ýòà ãðóïïà ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ
ñóììó ôàêòîðíî äåëèìûõ ãðóïï ðàíãà 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèÿì ñëåäñòâèÿ è (χ1, . . . , χn) � åå òèï Ðè÷ìàíà:

χ1 = (m1p)p∈P , χ2 = (m2p)p∈P , . . . , χn = (mnp)p∈P .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë P1 = {p1, . . . , pk}, äëÿ êîòîðûõ íå
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

m1p = m2p = · · · = mnp.

Òàê êàê âñå mipj
(1 6 i 6 n, 1 6 j 6 k) ÿâëÿþòñÿ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè

÷èñëàìè, òî εpR(G) = Ĝp = Gp � êîíå÷íûå ãðóïïû ïðè ëþáîì p ∈ P1. Òîãäà
G = (1 − ε)G ⊕ εG, ãäå ε = εp1 + · · · + εpk

. Î÷åâèäíî, ÷òî (1 − ε)G � ôàêòîð-
íî äåëèìàÿ ãðóïïà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì òåîðåìû 7, à εG � R-ìîäóëü
ïñåâäîðàöèîíàëüíîãî ðàíãà 0. Òîãäà

G = (1− ε)G⊕ εG ∼=
⊕

n

Qχ ⊕Kϕ1 ⊕ · · · ⊕Kϕn = Qχ1 ⊕ · · · ⊕Qχn .

Ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé ñëåäñòâèþ 8, èìååò ìåñòî è äëÿ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ
êîíå÷íîãî ðàíãà. Â [15] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ó ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî
ðàíãà òèï Ðè÷ìàíà ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ òèïîâ, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ðàâíî åå
ðàíãó, òî ýòà ãðóïïà âïîëíå ðàçëîæèìà, ò. å. ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
ãðóïï ðàíãà 1.
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