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Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå îïèñàíû ïðîåêòèâíûå, ïëîñêèå è îáðàçóþùèå ìîäóëè íàä êîëü-

öîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷åì äëÿ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé ïîñòðîåíà
ïîëíàÿ è íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà èíâàðèàíòîâ.

Êîëüöî ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ââåëè íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà À.À. Ôî-
ìèí [3] è Ï.À. Êðûëîâ [5]. Â [4] À.À. Ôîìèí èñïîëüçîâàë êîíå÷íî ïîðîæäåííûå
ìîäóëè íàä ýòèì êîëüöîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ äâîéñòâåííîñòè ìåæäó êàòåãîðèÿìè àáå-
ëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà è ôàêòîðíî äåëèìûõ ñìåøàííûõ ãðóïï
ñ êâàçèãîìîìîðôèçìàìè â êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ. Ï.À. Êðûëîâ èñïîëüçîâàë ìîäó-
ëè íàä êîëüöîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë äëÿ èçó÷åíèÿ ìîäóëüíîé ñòðóêòóðû
àáåëåâûõ sp-ãðóïï íàä èõ êîëüöàìè ýíäîìîðôèçìîâ (ñì. íàïðèìåð [6]).

Îáà àâòîðà èññëåäîâàëè íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîëüöà ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë è ìîäóëåé íàä íèì. Òàê, íàïðèìåð, è â [3] è â [5] äàíî îïèñàíèå èäåàëîâ êîëüöà
ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Êðîìå òîãî, Ï.À. Êðûëîâûì ñ ñîàâòîðàìè äîêàçàíà
íàñëåäñòâåííîñòü äàííîãî êîëüöà, à À.À. Ôîìèíûì ââåäåí âàæíûé èíâàðèàíò �
ïñåâäîðàöèîíàëüíûé ðàíã. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî Ñ.Â. ×åãëÿêîâîé â [7] îïèñàíû
èíúåêòèâíûå ìîäóëè íàä ýòèì êîëüöîì. Î ñâÿçè ìîäóëåé íàä êîëüöîì ïñåâäîðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ ôàêòîðíî äåëèìûìè ñìåøàííûìè ãðóïïàìè è ãðóïïàìè áåç
êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà ñì. òàêæå [9].

Ïîä ¾ãðóïïîé¿ â ðàáîòå ïîäðàçóìåâàåòñÿ àáåëåâà ãðóïïà, çàïèñàííàÿ àääè-
òèâíî, ïîä ¾êîëüöîì¿ � êîììóòàòèâíîå êîëüöî, ïîä ¾ìîäóëåì¿ � äâóñòîðîííèé
ìîäóëü íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì; Z, Q è Ẑp � îáîçíà÷åíèÿ êîëåö öåëûõ, ðàöè-
îíàëüíûõ è öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî èëè èõ àääèòèâíûõ ãðóïï,
Z(m) � êîëüöî (àääèòèâíàÿ ãðóïïà) êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, P � ìíî-
æåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, N � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Åñëè S �
ïîäìíîæåñòâî K-ìîäóëÿ M , òî ÷åðåç

〈
S
〉
è

〈
S
〉

K
áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî

ïîäãðóïïó è ïîäìîäóëü, ïîðîæäåííûå ìíîæåñòâîì S, à ÷åðåç
〈
S
〉
∗ � ñåðâàíòíóþ

îáîëî÷êó ìíîæåñòâà S, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ òàêèõ r ∈ M , ÷òî nr ∈ 〈
S
〉
ïðè íåêî-

òîðîì íàòóðàëüíîì n. ×åðåç r∗(M) áóäåì îáîçíà÷àòü ïñåâäîðàöèîíàëüíûé ðàíã
R-ìîäóëÿ M , à ÷åðåç tM � åãî ïåðèîäè÷åñêèé ïîäìîäóëü.

Äðóãèå èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ ìîæíî íàéòè â [1] è [2].
1. Èäåàëû êîëüöà R.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü χ = (mp) � ïðîèçâîëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà è Kp =

Z(pmp) èëè Kp = Ẑp, ñîîòâåòñòâåííî ïðè mp < ∞ è mp = ∞. Åñëè χ ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íî ìíîãî íåíóëåâûõ p-êîìïîíåíò, òî ðàññìîòðèì ïîäêîëüöî Rχ êîëüöà∏

p∈P Kp, ñåðâàíòíî ïîðîæäåííîå èäåàëîì
⊕

p∈P Kp è åäèíèöåé êîëüöà:

Rχ =
〈
1,

⊕
p∈P

Kp

〉
∗.

Åñëè âñå p-êîìïîíåíòû õàðàêòåðèñòèêè χ, çà èñêëþ÷åíèåì p1, . . . , pn, ðàâíû íó-
ëþ, òî îïðåäåëèì Rχ = Q ⊕ Kp1 ⊕ . . . ⊕ Kpn. Åñëè χ = (∞, ∞, . . . ) � õàðàê-
òåðèñòèêà ãðóïïû ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî êîëüöî Rχ áóäåì íàçûâàòü êîëüöîì
ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è îáîçíà÷àòü ïðîñòî R.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè χ, âñå p-êîìïîíåíòû êîòîðîé, çà èñêëþ÷åíèåì p1, . . . , pn,
ðàâíû íóëþ, îïðåäåëèì åùå êîëüöî Kχ = Kp1 ⊕ . . .⊕Kpn .

Ñâîéñòâà êîëåö Rχ.
1. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà χ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò,

òî ýëåìåíò r = (αp) ∈
∏

p∈P Kp ïðèíàäëåæèò êîëüöó Rχ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî |r| = m

n
, ÷òî nαp = m ïî÷òè ïðè âñåõ

ïðîñòûõ p.
2. Ýëåìåíò, âñå p-êîìïîíåíòû êîòîðîãî, âêëþ÷àÿ è ðàöèîíàëüíóþ (åñëè òàêàÿ

åñòü), ðàâíû 1 (0), ïðèíàäëåæèò Rχ è ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé (íóëåì) êîëüöà Rχ.
3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç εp ýëåìåíò êîëüöà Rχ òàêîé, ÷òî åãî p-êîìïîíåíòà ðàâíà 1,

à âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû (âêëþ÷àÿ è ðàöèîíàëüíóþ, åñëè òàêàÿ ñîäåðæèòñÿ)
ðàâíû 0. Òîãäà εp � èäåìïîòåíò, à ìíîæåñòâî εpRχ ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà Rχ

è âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì.
4. Ýëåìåíòû âèäà

ε = εp1 + . . . + εpn , (a)

ãäå p1, . . . , pn � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, è ýëåìåíòû âèäà

1− ε, (b)

à òàêæå 1 è 0, ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî âñåõ èäåìïîòåíòîâ êîëüöà Rχ.
5. Åñëè õàðàêòåðèñòèêà χ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íåíóëåâûõ êîìïîíåíò,

òî äëÿ ýëåìåíòà r ∈ Rχ îáîçíà÷èì ÷åðåç |r| ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, îïðåäåëåííîå â
ñâîéñòâå 1, à åñëè õàðàêòåðèñòèêà χ ïî÷òè íóëåâàÿ, òî ÷åðåç |r| îáîçíà÷èì ðàöèî-
íàëüíóþ êîìïîíåíòó ýëåìåíòà r. Òîãäà ÷èñëî |r| îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî è

|r1 ± r2| = |r1| ± |r2|, |r1 · r2| = |r1| · |r2|,
äëÿ ëþáûõ r1, r2 ∈ Rχ.

6. Ëþáîé ýëåìåíò r ∈ Rχ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå r = εr + (1− ε)|r|, ãäå ε �
èäåìïîòåíò âèäà (a).

7. Ìíîæåñòâî Tχ =
⊕

p∈P Kp ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì êîëüöà Rχ, ïðè-
÷åì Rχ/Tχ

∼= Q. Åñëè χ = (∞), òî èäåàë Tχ áóäåì îáîçíà÷àòü T .
8. Åñëè èäåàë êîëüöà Rχ ñîäåðæèò òàêîé ýëåìåíò r, ÷òî |r| 6= 0, òî îí ñîäåðæèò

èäåìïîòåíò âèäà (b).
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Ðàññìîòðèì êîëüöî Rχ, ïîñòðîåííîå íà õàðàêòåðèñòèêå χ = (mp). Ïóñòü J �
ïðîèçâîëüíûé èäåàë êîëüöà Rχ, TJ = Tχ ∩ J � ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ r ∈ J , ÷òî
|r| = 0. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1-é ñëó÷àé. TJ = J . Ïóñòü εpJ = Jp. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ πi : J → Jpi
ïî

çàêîíó πi(r) = εpi
r. Äëÿ íèõ, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(a) πiπj =

{
0, ïðè i 6= j
πi, ïðè i = j,

(b) äëÿ ëþáîãî r ∈ J

r = εr = εp1r + . . . + εpnr = π1(r) + . . . + πn(r).

Òîãäà ýòè îòîáðàæåíèÿ çàäàþò ïðÿìîå ðàçëîæåíèå

J =
⊕
p∈P

Jp. (1)

Òàê êàê Jp = εpJ � èäåàë êîëüöà εpRχ = Kp, òî

Jp = 0 èëè Jp = pspKp, sp < mp. (2)

Òàêèì îáðàçîì èç (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî

J =
⊕
p∈P1

pspKp
∼= Tϕ,

ãäå P1 = { p ∈ P | Jp 6= 0 }, à õàðàêòåðèñòèêà ϕ = (kp) òàêàÿ, ÷òî kp = mp − sp, ïðè
p ∈ P1 è kp = 0, ïðè p /∈ P1.

2-é ñëó÷àé. Â J ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò r, ÷òî |r| = m
n
6= 0. Òîãäà äëÿ ýëå-

ìåíòà s ∈ Rχ, òàêîãî ÷òî |s| = n
m
, ñïðàâåäëèâî sr = t ∈ J , ïðè÷åì |t| = 1. Òàê

êàê ut ∈ J äëÿ ëþáîãî u ∈ Rχ, òî â èäåàëå J åñòü ýëåìåíòû èç êàæäîãî êëàññà
ñìåæíîñòè ìíîæåñòâà Rχ/Tχ.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ r, s ∈ J ðàâåíñòâî |r| = |s| âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà r − s ∈ TJ . Çíà÷èò, èäåàë J ñîñòîèò èç ïîäêëàññîâ r + TJ , âçÿòûõ ïî
îäíîìó èç êàæäîãî êëàññà r + Tχ.

Òàê êàê ëþáîé êëàññ, ñîäåðæàùèéñÿ â J , ìîæíî çàïèñàòü â âèäå rt + TJ , ãäå
r ∈ Rχ, t ∈ J è |t| = 1, òî èäåàë J îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êëàññàìè TJ è t + TJ .

Óáåäèìñÿ, ÷òî èäåàë J îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì ìíîæåñòâîì TJ . Ïóñòü
J1 � ïðîèçâîëüíûé èäåàë êîëüöà Rχ, íå ñîäåðæàùèéñÿ â Tχ, òàêîé ÷òî TJ1 = TJ .
Âîçüìåì òàêèå ýëåìåíòû t1 ∈ J1 è t ∈ J , ÷òî |t1| = |t| = 1. Òîãäà t1t ∈ J è t1t ∈ J1.
Òàê êàê |t1t| = 1, òî

t1t + TJ = t1 + TJ = t + TJ ,

ñëåäîâàòåëüíî, èäåàëû J è J1 ñîâïàäàþò, òàê êàê îïðåäåëÿþòñÿ îäíèìè è òåìè æå
êëàññàìè TJ è t + TJ .

Òàê êàê J 6⊂ Tχ, òî èäåàë J ñîäåðæèò òàêîé ýëåìåíò r, ÷òî |r| 6= 0, ñëåäîâà-
òåëüíî, â J ñîäåðæèòñÿ èäåìïîòåíò 1− ε âèäà (b). Òîãäà

TJ = (1− ε)Tχ ⊕ pk1
1 Kp1 ⊕ . . .⊕ pkn

n Kpn ,
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ãäå εpi
(1− ε) = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n}. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî J îäíîçíà÷íî îïðåäå-

ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì TJ , ïîëó÷àåì

J = (1− ε)Rχ ⊕ pk1
1 Kp1 ⊕ . . .⊕ pkn

n Kpn .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâà ñëåäóþùåãî âèäà, è òîëüêî îíè, ÿâëÿþòñÿ èäåàëàìè
êîëüöà Rχ:

1.
⊕

p∈P1
pspKp, ãäå P1 ⊆ P ,

2. (1− εp1 − . . .− εpn)Rχ ⊕
⊕

p∈P1
pspKp, ãäå P1 ⊆ {p1, . . . , pn}.

Ñëåäñòâèå 1. Ëþáîé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé èäåàë êîëüöà Rχ ãëàâíûé.

2. Ïðîåêòèâíûå è ïëîñêèå R-ìîäóëè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿ-
åò ñëåäóþùèì ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèÿì:

1) êàæäûé ýïèìîðôèçì ξ : B → M ðàñùåïëÿåòñÿ, ò. å. B = ker ξ ⊕ A;
2) äëÿ ëþáîãî ýïèìîðôèçìà α : A → B è ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà ϕ : M → B

ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì ψ : M → A, ÷òî ϕ = αψ;
3) ìîäóëü M èçîìîðôåí ïðÿìîìó ñëàãàåìîìó ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî êîëüöî K íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííûì, åñëè ëþáîé åãî èäåàë
ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ìîäóëåì íàä K.

Òåîðåìà 2. Êîëüöî Rχ ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà õàðàêòåðèñòèêà χ ñîäåðæèò òîëüêî ñèìâîëû 0, 1 è ∞. Â ÷àñòíîñòè,
êîëüöî ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íàñëåäñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêà χ = (mp) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû. Èäåàëû âèäà (1 − ε)Rχ âñåãäà ïðîåêòèâíû íàä êîëüöîì Rχ, òàê êàê
âûäåëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëàãàåìûìè â Rχ. Èäåàëû âèäà pkpKp, 0 < kp < mp ëèáî
íóëåâûå ïðè mp = 0, ëèáî ðàâíû Z/pZ ïðè mp = 1 è kp = 0, ëèáî èçîìîðôíû Ẑp

ïðè mp = ∞, ñëåäîâàòåëüíî, îíè òàêæå ïðîåêòèâíû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êàæäûé èäåàë
êîëüöà Rχ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé âûøå ðàññìîòðåííûõ èäåàëîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî
ëþáîé èäåàë êîëüöà Rχ ïðîåêòèâåí.

Åñëè õàðàêòåðèñòèêà χ ñîäåðæèò ýëåìåíò mp, òàêîé ÷òî 1 < mp < ∞, òî êîëüöî
Rχ ñîäåðæèò èäåàë pKp, êîòîðûé, î÷åâèäíî, íå ïðîåêòèâåí.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîåêòèâíûå ìîäóëè íàä íàñëåäñòâåííûìè êîëüöàìè èçîìîðô-
íû ïðÿìûì ñóììàì èäåàëîâ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2. Ìîäóëü M ïðîåêòèâåí íàä êîëüöîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

M ∼=
⊕
i∈I

(1− εi)R⊕
⊕
p∈P

⊕
mp

Ẑp.
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Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ëþáîé
ïîäìîäóëü ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ íàä íàñëåäñòâåííûì êîëüöîì ïðîåêòèâåí.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü M1 è M2 � ïðîèçâîëüíûå ïðîåêòèâíûå R-ìîäóëè, òîãäà,
åñëè TM1

∼= TM2 è M1/TM1
∼= M2/TM2, òî M1

∼= M2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

0 −−−→ TM1 −−−→ M1
β1−−−→ M1/TM1 −−−→ 0

ϕ

y
xψ

yδ

0 −−−→ TM2 −−−→ M2
β2−−−→ M2/TM2 −−−→ 0

Çäåñü δ � èçîìîðôèçì, à ãîìîìîðôèçìû ϕ è ψ ñóùåñòâóåò â ñèëó ïðîåêòèâíîñòè
ìîäóëåé M1, M2 è îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

β2ϕ = δβ1, β1ψ = δ−1β2. (1)

Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî β1 = δ−1β2ϕ è β2 = δβ1ψ, îòêóäà

β2 = δ(δ−1β2ϕ)ψ = β2ϕψ ⇒ β2(1M2 − ϕψ) = 0,

β1 = δ−1(δβ1ψ)ϕ = β1ψϕ ⇒ β1(1M1 − ψϕ) = 0.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ a ∈ M1, b ∈ M2

ψϕ(a) = a + t1 è ϕψ(b) = b + t2 (t1 ∈ TM1, t2 ∈ TM2). (2)

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ω = 1M2 − ϕψ. Ñîãëàñíî (2) ω åñòü ãîìîìîðôèçì
ìåæäó R-ìîäóëÿìè M2 è TM2. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå î ãîìîìîðôèçìå

ω(M2) ∼= M2/ ker ω. (3)

Òàê êàê ω(M2) ⊆ TM2 è TM2 � ïðîåêòèâíûé R-ìîäóëü, òî ω(M2) òàêæå ïðîåê-
òèâíûé R-ìîäóëü. À òîãäà èç (3) è ïðîåêòèâíîñòè ω(M2), ñëåäóåò ðàâåíñòâî

M2 = ω(M2)⊕ ker ω, ω(M2) ⊆ TM2.

Îáîçíà÷èì ω(M2) = T2, ker ω = S2, òîãäà M2 = T2 ⊕ S2. Çàìåòèì, ÷òî b ∈ ker ω
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕψ(b) = b, ñëåäîâàòåëüíî,

S2 = { b ∈ M2 | ϕψ(b) = b }. (4)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî M1 = T1 ⊕ S1, ãäå

S1 = { a ∈ M1 | ψϕ(a) = a }. (5)

Åñëè a ∈ S1, òî ñîãëàñíî (5) âåðíî, ÷òî ψϕ(a) = a. Òàê êàê ϕψ(ϕ(a)) = ϕ(a), òî
ϕ(a) ∈ S2, è çíà÷èò,

a = ψ(ϕ(a)) ∈ ψ(S2),
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ñëåäîâàòåëüíî, S1 ⊆ ψ(S2). À åñëè c ∈ ψ(S2), òî c = ψ(b), ãäå b ∈ S2. Òîãäà
ϕ(c) = ϕψ(b) = b, îòêóäà ψϕ(c) = ψ(b) = c, ò. å. c ∈ S1 è ψ(S2) ⊆ S1. Òàêèì
îáðàçîì,

ψ(S2) = S1. (6)

Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî R-ìîäóëè S2 è ψ(S2) èçîìîðôíû, çíà÷èò, â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðàâåíñòâîì (6), èçîìîðôíû R-ìîäóëè S1 è S2.

Òàê êàê M2 = S2⊕T2, ãäå T2 = ω(M2) ⊆ TM2, òî TM2 = TS2⊕T2. Àíàëîãè÷íî,
TM1 = TS1 ⊕ T1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî S1

∼= S2 è TM1, TM2 � ïðÿìûå ñóììû ïðîåêòèâ-
íûõ (ñâîáîäíûõ) Ẑp-ìîäóëåé (ïî ðàçëè÷íûì ïðîñòûì p), ïîëó÷àåì, ÷òî T1

∼= T2.
Òàêèì îáðàçîì, R-ìîäóëè M1 è M2 èçîìîðôíû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé ïðîåêòèâíûé R-ìîäóëü. Ðàññìîòðèì åãî ïîäìîäóëü
TM . Îí òàêæå ïðîåêòèâåí, áîëåå òîãî TM =

⊕
p∈P Mp, ãäå Mp � ñâîáîäíûé Ẑp-

ìîäóëü. Êàæäîå ñëàãàåìîå Mp ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà çàäàåòñÿ êàðäèíàëü-
íûì ÷èñëîì rp, ðàâíûì ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ âèäà Ẑp â åãî
ñâîáîäíîì ðàçëîæåíèè. Äàëåå, ôàêòîðìîäóëü M/TM ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ñëåäîâàòåëüíî, çàäàåòñÿ âåëè÷èíîé
dimQ M/TM , íàçûâàåìîé ïñåâäîðàöèîíàëüíûì ðàíãîì R-ìîäóëÿ M (äàëåå åãî áó-
äåì îáîçíà÷àòü r∗(M)).

Èç âñåãî âûøå ñêàçàííîãî è òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî ïñåâäîðàöèîíàëüíûé ðàíã
è ìíîæåñòâî êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë {rp}p∈P ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ è íåçàâèñèìóþ
ñèñòåìó èíâàðèàíòîâ ïðîåêòèâíîãî R-ìîäóëÿ M .

Îïðåäåëåíèå 3. K-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèÿì:

1) êàæäûé ìîíîìîðôèçì α : A → B èíäóöèðóåò ìîíîìîðôèçì

α⊗ 1M : A⊗K M → B ⊗K M ;

2) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî èäåàëà I êîëüöà K êàíîíè÷åñêèé ýïèìîð-
ôèçì β : I ⊗K M → IM ïî çàêîíó β(i⊗m) = im ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì;

3) ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðåäåëîì ïðîåêòèâíûõ K-ìîäóëåé.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæäåííûå èäåàëû êîëüöà ïñåâäîðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë èìåþò âèä:

I1 =
⊕
p∈P1

pspẐp èëè I2 = (1− ε)R⊕
⊕
p∈P1

pspẐp = (1− ε)R⊕ I1,

ãäå P1 � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë è (1− ε)I1 = 0. Òîãäà

I1 ⊗R M ∼=
⊕
p∈P1

[
pspẐp ⊗R M

]
è I2 ⊗R M ∼=

[
(1− ε)R⊗R M

]⊕ [
I1 ⊗R M

]
.

Òàê êàê ìîäóëü (1 − ε)R ⊗R M êàíîíè÷åñêè èçîìîðôåí ìîäóëþ (1 − ε)M , òî èç
ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ ìîäóëÿ I1 ⊗R M è óñëîâèÿ 2) îïðåäåëåíèÿ ïëîñêîãî ìîäóëÿ
ñëåäóåò, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì R-ìîäóëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Mp =

εpM � ïëîñêèé Ẑp-ìîäóëü ïðè ëþáîì ïðîñòîì p.
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Òàê êàê Ẑp � êîììóòàòèâíàÿ íàñëåäñòâåííàÿ îáëàñòü öåëîñòíîñòè, òî p-àäè-
÷åñêèé ìîäóëü Mp ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà Mp åñòü
ìîäóëü áåç êðó÷åíèÿ, ÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî â Mp íåò ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà p.

Òàêèì îáðàçîì, èç âñåãî âûøå ñêàçàííîãî ñëåäóåò

Òåîðåìà 4. Ìîäóëü íàä êîëüöîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïëîñ-
êèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì íåò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà îò-
ëè÷íûõ îò íóëÿ.

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î ïðîåêòèâíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ R-
ìîäóëåé. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Ëåììà 1. Åñëè L � ïîäìîäóëü R-ìîäóëÿ M , òî r∗(M) = r∗(M/L) + r∗(L).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê T
(
M/L

)
= TM/TL, òî

(
M/L

)
/T

(
M/L

)
=

(
M/L

)
/
(
TM/TL

) ∼=
(
M/TM

)
/
(
L/TL

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, r∗(M) = r∗(M/L) + r∗(L).

Äàëåå, ïóñòü X = {x1, . . . , xn} � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ R-ìîäóëÿ
M . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

∆MX = {(r1, . . . , rn) ∈ Rn | r1x1 + . . . + rnxn = 0},

êîòîðîå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì. Åñëè X � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ â M , òî
∆MX áóäåì íàçûâàòü ìîäóëåì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé R-ìîäóëÿ M .

Ëåììà 2. Åñëè X = {x1, . . . , xn} � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ R-ìîäóëÿ M , òî

n = r∗(M) + r∗(∆MX).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ : Rn → M , ïî çàêîíó

ϕ(r1, . . . , rn) = r1x1 + . . . + rnxn.

Íå òðóäíî óáåäèòñÿ, ÷òî ϕ � ýïèìîðôèçì. Çàìåòèì, ÷òî

(r1, . . . , rn) ∈ ker ϕ ⇔ r1x1 + . . . + rnxn = 0,

ò.å. ker ϕ = ∆MX , ñëåäîâàòåëüíî, M ∼= Rn/∆MX è n = r∗(M) + r∗(∆MX).

Òåîðåìà 5. Êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóì-
ìó ïðîåêòèâíîãî è êîíå÷íîãî ìîäóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íåãî åñòü
êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü M ðàñêëàäûâàåòñÿ
â ïðÿìóþ ñóììó ïðîåêòèâíîãî è êîíå÷íîãî ìîäóëÿ. Òîãäà

M ∼= (1− ε1)R⊕ . . .⊕ (1− εn)R⊕Kχ1 ⊕ . . .⊕Kχm . (1)
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî X, â êîòîðîå âõîäèò ïî îäíîìó îáðàçóþùåìó ýëåìåíòó èç
êàæäîãî ñëàãàåìîãî ðàçëîæåíèÿ (1). Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî òîãäà

∆MX
∼= ε1R⊕ . . .⊕ εnR⊕ (1− εn+1)R⊕ . . .⊕ (1− εn+m)R,

ò. å. M èìååò êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé.
Îáðàòíî, ïóñòü M èìååò êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ

îòíîøåíèé ∆MX , ïîñòðîåííûé íà ìíîæåñòâå îáðàçóþùèõ X = {x1, . . . , xn}.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

∆∗MX = {(r1, . . . , rn) ∈ Rn | r1x1 + . . . + rnxn ∈ tM},
ãäå tM � ïîäìîäóëü R-ìîäóëÿ M , ñîñòîÿùèé èç âñåõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿä-
êà. Î÷åâèäíî, ∆∗MX ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé R-ìîäóëÿ
M/tM , ïîñòðîåííûì íà ìíîæåñòâå îáðàçóþùèõ X = {x1 + tM, . . . , xn + tM}.

Òàê êàê tM ⊆ TM , òî r∗(tM) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, r∗(M/tM) = r∗(M). Ïî
ëåììå 2 îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî r∗(∆∗MX) = r∗(∆MX).

Ïîñêîëüêó êîëüöî R íàñëåäñòâåííîå, òî èç ∆∗MX ⊆ Rn è ∆MX ⊆ Rn ïîëó÷àåì,
÷òî R-ìîäóëè ∆∗MX è ∆MX ïðîåêòèâíûå. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî r∗(∆∗MX) =
r∗(∆MX), èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ

∆∗MX = P1 ⊕ S1 è ∆MX = P2 ⊕ S2,

ãäå P1
∼= P2

∼= (1 − ε)Rk, à ìîäóëè S1 è S2 èìåþò ïñåâäîðàöèîíàëüíûé ðàíã 0,
ïðè÷åì S2 � êîíå÷íî ïîðîæäåí.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R-ìîäóëü ∆∗MX íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì. Òîãäà
S1 ñîäåðæèò ïîäìîäóëü L âèäà

⊕
p∈P1

Ẑp, ãäå P1 � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðî-
ñòûõ ÷èñåë. Ïóñòü {αi = (αi1, . . . , αin) | i ∈ N} � íåçàâèñèìîå íàä R ìíîæåñòâî
ïîðîæäàþùèõ ìîäóëÿ L. Òàê êàê

αi1x1 + . . . + αinxn ∈ tM ⇔ miαi1x1 + . . . + miαinxn = 0,

ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì mi, òî S1 òàêæå ñîäåðæèò ïîäìîäóëü âèäà
⊕

p∈P1
Ẑp,

ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì {miαi | i ∈ N}. Íî ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó
S1 � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü ïñåâäîðàöèîíàëüíîãî ðàíãà 0. Èç ïîëó÷åí-
íîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî ∆∗MX � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü.

Ðàññìîòðèì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
0 −→ ∆∗MX −→ Rn −→ M/tM → 0.

Òàê êàê ∆∗MX êîíå÷íî ïîðîæäåí, òî M/tM êîíå÷íî ïðåäñòàâèì. Î÷åâèäíî, òàê-
æå, ÷òî M/tM � ïëîñêèé R-ìîäóëü. À ëþáîé ïëîñêèé êîíå÷íî ïðåäñòàâèìûé
ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì (ñì. íàïðèìåð [2]).

Îòîáðàæåíèå ϕ : ∆∗MX → tM , ïî çàêîíó ϕ(r1, . . . , rn) = r1x1 + . . . + rnxn,
î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì. Òàê êàê ker ϕ = ∆MX , òî tM ∼= ∆∗MX/∆MX .
R-ìîäóëü ∆∗MX ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì, ñëåäîâàòåëüíî, tM òàêæå êîíå÷-
íî ïîðîæäåí. Òîãäà tM = εp1tM ⊕ . . .⊕ εpstM , ãäå εpi

tM � êîíå÷íî ïîðîæäåííûå
ïåðèîäè÷åñêèå Ẑp-ìîäóëè, êîòîðûå êîíå÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, R-ìîäóëü tM ÿâëÿ-
åòñÿ êîíå÷íûì.

Èç ïðîåêòèâíîñòè R-ìîäóëÿ M/tM ñëåäóåò, ÷òî M ∼= M/tM ⊕ tM . Òàêèì îá-
ðàçîì, îáðàòíîå óòâåðæäåíèå è òåîðåìà äîêàçàíû.
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Ëåììà 3. Ïóñòü L � ïîäìîäóëü êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî R-ìîäóëÿ M , äëÿ
êîòîðîãî r∗(L) = r∗(M), òîãäà L êîíå÷íî ïîðîæäåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M =
〈
x1, . . . , xn

〉
R
, L ⊆ M è r∗(M) = r∗(L) = k. È

ïóñòü Y = {y1, . . . , yk} � íàèáîëüøåå ïîäìíîæåñòâî èç L íåçàâèñèìîå ïî ìîäóëþ
TL, ò. å. Y ñîäåðæèò ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîãî êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè
ïî ìîäóëþ TL êðîìå íóëåâîãî. Òàê êàê r∗(L) = r∗(M), òî Y áóäåò íàèáîëüøèì
íåçàâèñèìûì ïî ìîäóëþ TM ìíîæåñòâîì â M . Òîãäà

xi = ri1y1 + . . . + rikyk + ti, ãäå rij ∈ R, ti ∈ TM

è M =
〈
y1, . . . , yk, t1, . . . , tn

〉
R
. Òàê êàê t1, . . . , tn ∈ TM , òî íàéäåòñÿ òàêîé èäåì-

ïîòåíò ε ∈ R, ÷òî
〈
t1, . . . , tn

〉
R
⊆ εTM . Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ

M = (1− ε)
〈
y1, . . . , yk

〉
R
⊕ εM è L = (1− ε)L⊕ εL.

Îòñþäà (1− ε)L = (1− ε)
〈
y1, . . . , yk

〉
R
� êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü è εL ⊆

εM .
Òàê êàê M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü, òî εpM � òîæå êîíå÷íî ïîðîæ-

äåííûé R-ìîäóëü, ïðè÷åì ñòðóêòóðà R-ìîäóëÿ íà εpM ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðîé
Ẑp-ìîäóëÿ. Ìîäóëü εpL ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íî ïîðîæäåííîì Ẑp-ìîäóëå εpM , ñëå-
äîâàòåëüíî, εpL êîíå÷íî ïîðîæäåí. À òàê êàê εL ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó
ìîäóëåé âèäà εpL, ãäå p ïðîáåãàåò íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî εL òîæå êî-
íå÷íî ïîðîæäåí.

Òàêèì îáðàçîì R-ìîäóëü L êîíå÷íî ïîðîæäåííûé, êàê ïðÿìàÿ ñóììà êîíå÷íî
ïîðîæäåííûõ ìîäóëåé (1− ε)L è εL.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ó êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî R-ìîäóëÿ ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé, òî âñå åãî ìîäóëè
ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé êîíå÷íî ïîðîæäåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì R-ìîäóëü M, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì ïðåä-
ëîæåíèÿ. Ïóñòü ∆MX � åãî ïðîèçâîëüíûé ìîäóëü ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ îòíîøå-
íèé, ïîñòðîåííûé íà ñèñòåìå X = {x1, . . . , xn}.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5 ïîñòðîèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ ∆∗MX −→ Rn −→ M/tM → 0. (1)

Òàê êàê M èìååò êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé,
òî ïî òåîðåìå 5 R-ìîäóëü M/tM ïðîåêòèâíûé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (1) ðàñùåïëÿåòñÿ, ò. å. Rn ∼= ∆∗MX ⊕M/tM . Çäåñü Rn è M/tM � êîíå÷íî
ïîðîæäåííûå R-ìîäóëè, çíà÷èò, ∆∗MX � òîæå êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∆MX ⊆ ∆∗MX è r∗(∆MX) = r∗(∆∗MX), ïî ëåììå 3 ïîëó÷àåì,
÷òî ∆MX � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü.

Ñëåäñòâèå 3. Êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïðåäñòàâ-
ëåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïðîåê-
òèâíîãî è êîíå÷íîãî R-ìîäóëåé.
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Ñëåäñòâèå 4. Ïëîñêèé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé ìîäóëü íàä êîëüöîì ïñåâäîðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí êîíå÷-
íî ïðåäñòàâëåííûé.

Ñïðàâåäëèâîñòü äàííûõ óòâåðæäåíèé íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 5.
3. Îáðàçóþùèå R-ìîäóëè.
Ïóñòü M è L � ïðîèçâîëüíûå K-ìîäóëè. Äëÿ íèõ ðàññìîòðèì ïîäìîäóëè

SL(M) =
∑

ϕ:M→L

ϕ(M) è KM(L) =
⋂

ϕ:M→L

ker ϕ.

Ìîäóëü SL(M) íàçûâàåò ñëåäîì ìîäóëÿ M â ìîäóëå L, à ôàêòîðìîäóëü M/KM(L)
íàçûâàåòñÿ êîñëåäîì ìîäóëÿ L â M .

Îïðåäåëåíèå 4. Ìîäóëü M íàä êîëüöîì K íàçûâàåòñÿ îáðàçóþùèì, åñëè
åãî ñëåä â êîëüöå K ðàâåí K.

Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîäóëü M íàä êîëüöîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì.

Òàê êàê S = SR(M) � èäåàë êîëüöà R, òî èç âûøå ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî îí
îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì TS = T ∩S è ñâîèì ïñåâäîðàöèîíàëüíûì ðàíãîì.

Òåîðåìà 6. R-ìîäóëü M ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. M ñîäåðæèò ïðÿìûå ñëàãàåìûå âèäà Ẑp ïðè ëþáîì ïðîñòîì p;

2. HomR(M, R) 6= HomR(M, T ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ñëåä ìîäóëÿ M â êîëüöå R. Ðàâåíñòâî S = R

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà TS = T =
⊕

p∈P Ẑp è r∗(S) = 1.
Ðàâåíñòâî εpS = Ẑp ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ýïèìîðôèçìà èç M â Ẑp.

Íî Ẑp � ïðîåêòèâíûé R-ìîäóëü, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî
òîìó, ÷òî M èìååò ïðÿìîå ñëàãàåìîå èçîìîðôíîå Ẑp.

Óñëîâèå r∗(S) = 1 ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ãîìîìîðôèçìà ϕ ∈ HomR(M, R)
òàêîãî, ÷òî ϕ(M) 6⊂ T , ò. å. ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî HomR(M, R) 6= HomR(M, T ).
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7. Ìîäóëü M íàä êîëüöîì ïñåâäîðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ îáðà-
çóþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M ∼= R⊕X, ãäå X � íåêîòîðûé R-ìîäóëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé îáðàçóþùèé R-ìîäóëü. Ñîãëàñ-
íî óñëîâèþ 2 òåîðåìû 6 ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì ϕ èç M â R, ÷òî ϕ(M) 6⊂ T .
Òîãäà èäåàë ϕ(M) êîëüöà R ñîäåðæèò èäåìïîòåíò (1− ε) âèäà (b), à çíà÷èò,

ϕ(M) = (1− ε)R⊕ εϕ(M).

Êîìïîçèöèÿ ýïèìîðôèçìà ϕ : M → ϕ(M) è ïðîåêöèè π : ϕ(M) → (1 − ε)R åñòü
ýïèìîðôèçì èç M â (1 − ε)R. Íî (1 − ε)R ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì R-ìîäóëåì,
ñëåäîâàòåëüíî, M ñîäåðæèò ïðÿìîå ñëàãàåìîå âèäà (1− ε)R, ò. å.

M ∼= (1− ε)R⊕X1.
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Èç óñëîâèÿ 1 òåîðåìû 6 ñëåäóåò, ÷òî R-ìîäóëü M ñîäåðæèò òàêæå ïðÿìîå ñëàãà-
åìîå èçîìîðôíîå ìîäóëþ εR, à çíà÷èò, M ∼= R⊕X.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Èç òåîðåì 6 è 7 âûòåêàþò äîâîëüíî èíòåðåñíûå ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 5. Åñëè M � ïðîèçâîëüíûé ìîäóëü íàä êîëüöîì ïñåâäîðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë, òî óñëîâèå HomR(M, R) 6= HomR(M, T ) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî M
ñîäåðæèò ïðÿìîå ñëàãàåìîå âèäà (1− ε)R.

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü. Åñëè

r∗(M)− r∗Hom(M, R) 6 1,

òî M ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ R-ìîäóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìîäóëü M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äàííîãî óòâåð-
æäåíèÿ è r∗(M) = n, òîãäà r∗HomR(M, R) > n−1, à çíà÷èò, ïî ñëåäñòâèþ 5 èìååò
ìåñòî ïðÿìîå ðàçëîæåíèå

M ∼= (1− ε)Rn−1 ⊕X,

ïðè÷åì X � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü ïñåâäîðàöèîíàëüíîãî ðàíãà 1.
Â [8] äîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü ïñåâäîðàöèîíàëüíîãî ðàí-

ãà 1 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ R-ìîäóëåé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
(1− ε)R � òàêæå öèêëè÷åñêèé R-ìîäóëü, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî â [8] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü X èìååò
ïñåâäîðàöèîíàëüíûé ðàíã 1, òî X ∼= Rχ1 ⊕Kχ2 ⊕ . . . ⊕Kχn . Òàêèì îáðàçîì, åñëè
ìîäóëü M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 6, òî îí èìååò âèä:

M ∼= (1− ε)Rn−1 ⊕Rχ1 ⊕Kχ2 ⊕ . . .⊕Kχn .

Ëåììà 4. Åñëè M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü, òî

HomR(M, T ) = T ·HomR(M, R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê T · HomR(M, R) ⊆ HomR(M, T ), òî äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ãîìîìîðôèçì ϕ èç M â T ëåæèò â T ·HomR(M, R).

Ïóñòü ϕ ∈ HomR(M, T ), {x1, . . . , xn} � ñèñòåìà ïîðîæäàþùèõ R-ìîäóëÿ M .
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ε ∈ R, ÷òî ϕ(xi) ⊆ εR äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n}. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ϕ(M) ⊆ εR è ϕ ∈ T ·HomR(M, R).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ìîäóëÿ M íàä êîëüöîì ïñåâäîðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë íàéäåì ñòðîåíèå R-ìîäóëÿ HomR(M, R).

Ìîäóëü M ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå M ∼= (1 − ε)Rn ⊕ L, ãäå L íå ñîäåðæèò
ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ âèäà (1−ε)R íè äëÿ êàêîãî èäåìïîòåíòà âèäà (b). Òîãäà â ñèëó
ñëåäñòâèÿ 5

HomR(M, R) ∼=
[⊕

n

Hom((1− ε)R, R)
]⊕HomR(L, T ). (1)
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Ïî ñëåäñòâèþ 4

HomR(L, T ) = T ·HomR(L, R) ∼=
⊕
p∈P

Hom(εpL, Ẑp). (2)

Òàê êàê L � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü, òî εpL � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé
Ẑp-ìîäóëü, è ñëåäîâàòåëüíî,

εpL ∼=
⊕
mp

Ẑp ⊕ Z(pk1p)⊕ . . .⊕ Z(pksp).

Îòñþäà
Hom(εpL, Ẑp) ∼=

⊕
mp

Ẑp. (3)

Òàêèì îáðàçîì èç (1), (2) è (3) ñëåäóåò, ÷òî

HomR(M, R) ∼= (1− ε)Rn ⊕ [⊕
p∈P

⊕
mp

Ẑp

]
.

Ñëåäñòâèå 7. Åñëè M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü, òî HomR(M, R)
ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì R-ìîäóëåì êîíå÷íîãî ïñåâäîðàöèîíàëüíîãî ðàíãà.

Åñëè M íå êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü, òî HomR(M, R) íå îáÿçàí ÿâëÿòü-
ñÿ ïðîåêòèâíûì ìîäóëåì. Íàïðèìåð, åñëè M = T , òî

HomR(T, R) = HomR(T, T ) ∼=
∏
p∈P

Ẑp.

Îäíàêî, íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî ìîäóëü HomR(M, R) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì.
Äàëåå, îïèøåì êëàññ R-ìîäóëåé ñ íóëåâûì êîñëåäîì êîëüöà R.

Òåîðåìà 8. R-ìîäóëü M èìååò íóëåâîé êîñëåä êîëüöà R òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà M íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ âèäà Ẑp íè ïðè êàêîì ïðîñòîì p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M íå ñîäåðæèò ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ âèäà Ẑp. Â ñèëó
ïðîåêòèâíîñòè R-ìîäóëÿ Ẑp ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ýïèìîðôèç-
ìà èç M â Ẑp. Òàê êàê ëþáîé íåíóëåâîé ïîäìîäóëü â Ẑp èçîìîðôåí Ẑp, òî ëþáîé
ãîìîìîðôèçì èç M â Ẑp íóëåâîé.

Òàêèì îáðàçîì, HomR(M, T ) = 0, à çíà÷èò, è HomR(M, R) = 0, ò. å. ìîäóëü
M èìååò íóëåâîé êîñëåä êîëüöà R.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ðåçóëüòàòîâ À.À. Ôîìèíà [3] êëàññ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ
R-ìîäóëåé ñ íóëåâûì êîñëåäîì êîëüöà R ýòî â òî÷íîñòè êëàññ G, êîòîðûé ââåëè
S. Glaz è W. Wickless â [10].
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