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���������

����������� ��	
���	 ��	��� ���������	��� �������� ����,
�� ����� ���� � ����� �	��������
.

������
�

�	��� �� ���������� ����� 
������ ����� ������� ������ ���-
�� ��
���������� (
����
 �����
 A �
��
���� ����� ��
��������,
���� 	�� ����� �������� a, b ∈ A, 	�� ������� H(a) � H(b), ������-
��� ��	�������� ������ A, �����	���� a  b). �
���� ������� ����

�	��� �
��
�����  ����� [17] 	�� ��	�����
���� ��	���� �
	 ���-
��� ��� ��� 	���������� �������
���, 
 �
�!� 	�� 
������ p-�����.
�
� !� �� ���� ���
������, "�� ���
� ��	�����
��
� ���
�
��� -
�
� p -�����
 ������� ����� ��
��������. �
��� �
��
����� ��
��

�����: ��	�� �� ���
� 
����
 p -�����
 ����� ��
��������? #����

�����
��� ��� �������, ���
���� � 	
���� �������, ����� $�	!��-
��� [20]. %��� [14] ���
�
�, "�� ���
� �� ���������� p -������, �	��-
��� &���� [23], ����� ��
�������. ������ [5] �
���
���
� ���	�����

�������. #��� Φ – ��	��� �� ��� �
 E (G) � H – Φ-��
��
���
� ��	-
�����
 ��	�����
���� p -������ G, ���	
 Φ ����� ��
������� �
 H ,
���� 	�� ������� ��� �������� x, y ∈ H , �
���, "�� UG(x) � UG(y),
��������� φ ∈ Φ �� ������� φx = y. �� 	��
�
�, "�� p -�����
 G ���-
�� ��
������
 ���	
 � ��� �� ���	
, ���	
 E (G) ����� ��
�������

�
 pωG. �
� !� �� ��� ����	�� ������ ��	�����
���� p -������, ��-
���
� �� ������� ����� ��
��������.

#��� λ – ���	�� ��� ����	���� "����. '����
 p -�����
 G �
��
-
���� λ-���
�
��� ��� (�� (��� � [16]), ���� ���
� �� ����"�
� ������
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�������� ��	��!����  ��������� ������ ��
�
���� ������ G, ���-
������ ���
� �� ���������� ������� 	���� ��� )�� λ. *� (��� �

	��
�
�, "�� ���
� λ-���
�
��� �
� �����
 ����� ��
������
.
%��� � $�	!����� [15] 	
�� ����
��� IT -����� (��� �
�
�� p -

������ G IT -�������, ���� ��
 ��������
 ��������� ��	������ ���
� -
�� ���������� ������),  "
�������, ��� 	��
�
��, "�� ���
� IT -
�����
 ����� ��
������
.

����� [36] �� 
�
����� � ����� ��
��������� p -�����
�� �
�-
��
���
� ������� ����� ��
���������� 	�� ����� ��� ���"����. '�-
��� 	 [1] ����
� �	����	��� ����� ��
�������� ������ ��� ���"����

����"���� �
��
. �����  �
���
� [37, 40] ����� ����
��� ����� ��
�-
������� �"����� �	����	��� ����� ��� ���"���� � ����� ��
�����-
��� ����� ��� ���"����, � ������� p -�
�� (�� ��� �
�� ������ G/pG)
����"��, "�� �������� ����� �
��, ����"����� ���������� [34]. &��	-
����	��� ����� ��
�������� ������ ��� ���"���� �
���
���
��� 

�������  �
���
� [38, 40], 
  [39] �� �������� ������� ������
���!�-
��� ����� ��
�������� �����. +���� [50] ����"�� �
�
������
���

����� ��
�������� ����� ��� ���"����, �� �������� ��	���������

������� – ������������.
,
!��� ��	��
���� ��
��
 ����� ��
�������� ����� ������� ��
��

�
�����
���� ��-������� ����� (��
��� qpi-�����), �� ��� �
���

����� A, "�� ����� ����������� ����� ���
����� ��	������ B  A
���	��!
���� 	� ��	��������
 ������ A. .��"���� qpi-����� �
���-
�� �
� �������
 17 
)  ����� [46]. /�	�����
����� �����	�"������

qpi-�����
�� ������� �����	�"���� ������ ������, �������� �������

�������. ����
��� qpi-����� ��� ���"���� ����"��� +������ [48, 49].
0��)
���� qpi-������ ���"
��� ���������� [33].

,����� ���"
� ���)
���� ����� ��
�������� ������ ��� �
�-
�������  �
���� $
	��
 [19], �	� �� ���
�
�, "�� ��	�����
��
� p -

	�"���
� 
�����
�"���� ����
���
� �����
 ����� ��
������
.

$���
����� [44], �����	�� ������ Ext(Z(p∞), T ), ���
�
�
 �� �����

��
���������  ���"
�, ���	
 T – ����
� ����
 �����"����� p -�����.
,����� ��
�������� p -������ �
���
���
��� �
�!�  �
���
�

1������
 [11], $�	!�����
 [21], �
���� � 1��	����
 [4], 2
���
 � 1��	-
����
 [10], #
�
� � 0������
��
 [24]. ,����� ��
�������� ������ ���

���"���� �����	�
�� 1���)��� [29], %
���� [12], ���
� � %
���� [7], ��-
�
� � 3��
� [8]. ,����� ��
�������� �������	�"����� ��	��� �����	�-

���  �
���� 2
���
 [9]. %������ � 0������
�� [13] �
���
���
��
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����� ��
�������� p -���
� ��� ��	���. , �
���� 1���)���
 � $���-
��
 [32] ��
�
�������
�� ����� ��
�������� ���
�
��� ��� 
�����

������ � �� ������ ������	����. ,����� ��
��������� ������ ����

� ������ ������	���� ������� ��� 
������ ����� �
���
���
�
� 

 �
���
� 1���)���
 � $�����
 [31], $�����
 [42]. , �
���� 1���)-
���
 [30] ����
�� ����� �
�
��������"����� ��	������ � �� ��)����

	�� ����� ��
�������� ����� �� �
���"��� ��
��� 
������ �����,

 �
�!� ���"
��� �����
 ����� ��
�������� �����, ��������� k-
������� ����
�� 
������ �����. ����� ����� �
�� �� ����� ��
�-
������� �����
� � �����
� ������� � ��� ��!�� ���������  �
����

[28]. , ����� [18] ����"�� ��	 �������, ���
���� � �����	�
����� ��

����� ��
�������� 
������ �����
�. , "
�������, �������
 45 ���-
�� ���	����� �	: ”&
��� ������	���� � 	���
��"��� ������ �����

��
���������� ������ �����
∑
i∈I

⊕Gi � ������	����
∏
i∈I

Gi ���������

����� Gi”.
, 	
���� ��
� � ����	���� ������� ����� �
�� � ����� ��
���-

����� 
������ �����
�, ����"����� 
�����  �
���� ��	� � ���
�-
��� � �)�����	����� ���������. , ����� �
�
��
�� ����	���� ��-
����	���� � 	���
��"��� ������ ����� ��
���������� ������ ����

������� ��� 
������ ����� � 	���
��"��� ������ ����� ��
�����-
����� ������ ������	���� �
��� �����. ,� ����� �
�
��
�� �����
-
���� ����� ��
�������� ������ ������	���� ��������� ���
�
��� -
��� ����� ��� ���"����. , ���� �� �
�
��
�� �����	����� ����� ��
�-
�������� ������� ������	���� s-��������� ����� �����. , "�������

�
�
��
�� 	
���� ������ ����
��� ����� ��
���������� ������� ���-
���	���� ������� ��� ���
�
��� ��� �����. ,��������� ������ �

������ ����� ��
���������� �
 �
����������� ������� ������	�-
��� s-��������� ����� �����, �
 ���
�
��� ���� ������� ������	����

�����. #���	����� 	��
�
��� ��
 ���������� �����
���
�� � ���-
������
��.

,�	�� ���	����� �����
"����. N – ���!���� �
���
� ��� "����;
Z – �����
 ����� "����; Z(p∞) – �
�������"���
� �����
; π – ���!���-
� ��� ������� "����; o(a) – ����	�� �������
 a; hp(a) (h∗p(a)) – ����


(��������
� ����
) �������
 a; Hp(a) – ��	��
��� (�� ����
� �����-
	�
��� ���� ) �������
 a; χA(a) ��� χ(a) – �
�
���������
 �������
 a
 ������ ��� ���"���� A; HA(a) ��� H(a) – �����
� �
����
 ������-
�
 a  ������ A; E (A) – ��� �� ��	��������� ������ A, Hom(A, B)
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– �����
 ������������ �� ������ A  ������ B; tA(a) ��� t(a) – ���

�������
 a  ������ ��� ���"���� A; t(A) – ��� �	����	��� ������ ���

���"����; π(A) – ���!���� ������� "���� p �
���, "�� pA �= A; T (A)
– �����	�"���
� "
�� ������ A; Tp(A) – p -���������
 ������ A. ���-
��
"���� � ������������, ����� ������ ��� ���������, ��
�	
����� �

���� �� [46, 47]. ,�� ������ ���	���
�
���� 
�������.

§1. ������ ����	
�
����� ������ ���� 
 ������
���
	�����
� �������� �����

, 	
���� �
�
��
�� ���
�
��
���� �������� ����� ��
�����-
����� ������ ���� 
������ ����� � ����	���� 	���
��"��� ������

����� ��
���������� ������ ������	���� ������� ��� ��	�����-

���� 
������ �����. 0������� ������, ���
��
���� �������
-
��� �
��� ����� ��
�������� ������ ������	���� ��	�����
����

�����, 	�� ������� �	�� �� 	���
��"��� ������ ����� ��
����������

�� ����������.
#��� p1, p2, . . . , pn, . . . – �����	�
��� ���� ��� ������� "���� 

����	�� �� ���
��
���. &
������, "�� h∗p(a) = σ (�	� σ – ����	����

"����), ���� a ∈ pσA\pσ+1A. , ���"
�, ���	
 a ∈ pτA = pτ+1, �
� ���"��,
���
�
�� h∗p(a) = ∞ � �"��
��, "��∞ ��� )� ������ ����	����� "���
.
$
����� �
����
 ω×ω, �������
�� ������� ������� ����	���� "���


��� ����� ∞, �
��
�� ������� �
������. �
��� �
�����

(αij) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

α11 α12 . . . α1n . . .
α21 α22 . . . α2n . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnn . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

��!�� ������������
� �
� ������� f : N × N → On ∪ {∞} (�	�
On – ��
�� ��� ����	���� "����) �
���, "�� f(i, j) = αij. �����
"��

"���� M ��
�� ��� ������� �
����. #��� M1, M2 ∈ M, M1 = (αij),
M2 = (βij), ���	
 ���
�
�� M1 ≤ M2, ���� αij ≤ βij 	�� ��� i, j ∈ N.

4��� M ′ = {(α(r)
ij ) | r ∈ K} – ��������� ���!���� ������� �
����, ��

����������� ���
��� ����	���� inf�M
′, 
 ������, inf�M

′ = (βij), �	�

βij – �
���� )�� �� �������� α
(r)
ij , r ∈ K. 0 ��������� a ������ A
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����
�� ������� �
�����

H(a) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

h∗p1
(a) h∗p1

(p1a) . . . h∗p1
(pk

1
a) . . .

h∗p2
(a) h∗p2

(p2a) . . . h∗p2
(pk

2
a) . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
h∗pn

(a) h∗pn
(pna) . . . h∗pn

(pk
na) . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

= (σij).

n-��� ������ �
����� H(a) �
��
�� pn-��	��
����� �������
 a � ���-
��
"
�� Hpn(a).

2��� [47], ���	�� �
��
������ [17], �
��
�� ��	�����
���� 
����-
� p -������ ����� ��
��������, ���� 	�� ����� �������� a � b ����
������, 	�� ������� Hp(a) ≤ Hp(b), ��������� ��	�������� ϕ, �����-
	���� a  b. 4��� �� 
�
����� � ���� �������� ���� ������� �����

��
���������� 	�� ������� ��� 
������ ������, �� ��� �
�
� 
��-
��� ������ G ����� ��
��������, ���� 	�� ����� �������� a, b ∈ G
�
���, "�� H(a) ≤ H(b) ��������� ϕ ∈ E (G) �� ������� ϕ(a) = b, ��
	
!� 	�� 	��� �� ������� ����	�����
���� ����� ����"
��, "�� ���

�� ������� ����� ��
���������  ������ �	������ ����	������.
/
�������� ������� ������,  �������, �
� ��� � ����������� [46, 47],
���
�
��, "�� ��������
� p -����
 ������� �������
 ���
	
�� � ���

���"��� p -������ � �
�
 ∞.

��
��� 1.1. #��� G =< a > ⊕Z(p∞n ), �	� o(a) = ps
n � b ∈ Z(p∞n ),

o(b) = pk
n, k > s. .���� H(a) < H(b), �
� �
� Hpn(a) = (0, 1, . . . , s −

1, ∞, . . . ), Hpn(b) = (∞, . . . ) � Hpi
(a) = Hpi

(b) = (∞, . . . ) 	�� ��� i �= n.
�	�
�� �� ��������� ϕ ∈ E (G) �
����, "�� ϕ(a) = b, �
� �
� ��	����-
���� �� ����"�
�� ����	�� �������
.

���������
� 1.1. (1���)��� [31]) ������ G ������	
�� ����	

�����
����, 	��� ��� ����� a, b ∈ G �� 
�, �
 H(a) ≤ H(b) �

o(a)
... o(b) (����� ��	�	�
� a �	��
�� �� ����� ��	�	�
� b) ��	��-

	
 ���	�
�����	 ϕ ∈ E (G) 
���, �
 ϕ (a) = b. ������ ��� �
�,

�
 	��� o(a) = ∞, 
 �����	 o(a)
... o(b) ������	
�� ��� ���� b ∈ G.

������ ��
� 1.1. (1���)��� [31]) ��� �	���������� ������ G
��	�����	 ������ �������	�
��:

1) ��� ����� a, b ∈ G �� 
�, �
 H(a) ≤ H(b) � o(a)
... o(b) ��	��	
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���	�
�����	 ϕ ∈ E (G) 
���, �
 ϕ (a) = b;
2) ��� ����� a, b ∈ G �� 
�, �
 H(a) ≤ H(b) ��	��	
 ���	�
�����	
ϕ ∈ E(G) 
���, �
 ϕ (a) = b.

#��
!��, "�� ����� � ����� ��
���������� ������ ��	���� � ��-
������������ ������ 	�� �� ��	�����
���� "
���.

!������ 1.2. ������ G ����	 
�����
���� 
��� � 
��� 
�-
��, ���� 		 �	����������� ���
� ����	 
�����
����.

"�#�	��������. 4��� G – ����� ��
������
� �����
, �� �����

��
��������� �� ��	�����
���� "
��� ����� ����
�� �� ����	������

1.1. ���
���. #��� G = A⊕B, �	� A – ��	�����
��
�, B – 	����
� "
�-
�� ������ G. /
�������� ������� ��� �������� �������� a, b ∈ G

�
���, "�� H(a) ≤ H(b) � o(a)
... o(b). #��� a = a1 + b1, b = a2 + b2 �

1) a1 �= 0, a2 �= 0, �	� a1, a2 ∈ A; b1, b2 ∈ B . ���	
 H(a) = H(a1),
H(b) = H(a2) � H(a1) ≤ H(a2). #������ �� ����� ��
���������� ����-
�� A ���	��� �������
��� ϕ ∈ E (A) �
����, "�� ϕ(a1) = a2. #��	��-
!�� ϕ 	� ��	��������
 ψ ∈ E (G), ���
�
� ψ(c) = ϕ(c), ���� c ∈ A, �
ψ(c) = 0, ���� c ∈ B.
2) a1 �= 0, a2 = 0 � ���� o(a) <∞ (���"
�, ���	
 o(a) = ∞ 	��
��
����


�
����"��). /
�������� ��	������ < a >⊂ G. #������� �����
!����

ϕ :< a >−→ B �� ��
���: ϕ(a) = b. ��� ����	����� ���������, �
� �
�

���� ma = 0 	�� ���������� m ∈ N, �� m
... o(a) �, ���	�
��� ��, m

... o(b).
���	
 ϕ(0) = ϕ(ma) = mϕ(a) = mb = 0. *���� ����������, "�� ϕ –
�����������. #��� ρ :< a >−→ G – ��!����. �
� �
� B – ��-����-
�
� �����
, �� ��������� ψ ∈ Hom(G, B) �
���, "�� ψρ = ϕ, �� ��� 

ψ(a) = b.
3) 0��"
� a1 = 0, a2 �= 0 ������!��.

4) #��� a1 = 0, a2 = 0, �� ��� a, b ∈ B � o(a)
... o(b). /
�������� ��	-

������ < a >, < b > �� B. 0�������� ����������� ϕ :< a >−→< b >
�
���, "�� ϕ(a) = b. #��� i :< a >−→ B – ��!����. �
� �
� B – ��-��-
���
� �����
, �� ψi = ϕ 	�� ���������� ψ ∈ E (B), ���"�� ψ(a) = b. 5�-
	�������� ψ �"��	��� ���
��� ���	��!
���� 	� ��	��������
 ������

G. �
��� ���
���, �����
 G ����� ��
������
.

.� ������� 1.2 ����
��, "�� 	�� ���"���� �����
 ����� ��
���-
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������� ����� 	���
��"�� �
���
���
� ��� �� ��	�����
����. #�-
�����  	
� ���)�� ��	 ������� ��	�� �����
� ��	�����
���� ����-
��.

�
	�� 	
 ������� �������, ������� ��	�� ����� ��
� ��� �����-
	�
��� ����� ��
���������� ������ ���� � ������ ������	����.
,����� ��� ���� ����������
�� 0. 6. 1���)����� [29] 	�� ����� ���

���"����. #���� �� ��� ���!� � ���
����� ������� �
�!� � 2
���


� 1��	����
 [10].

���������
� 1.2. ���
	�� ����� {Gi}i∈I ���	� ������
� ���-
�	 
�����
����, 	��� ��� �� �� ���� ����� (Gi, Gj)i, j∈I (i � 	

������
� � j) ������	
�� �����	: �� 
�, �
 a ∈ Gi, b ∈ Gj �

H(a) ≤ H(b) ��	��	
 ���	�
�����	 ϕ ∈ Hom(Gi, Gj) � ����
��
ϕ(a) = b.

���������
� 1.3. !��	� ����
�, �
 ���
	�� ����� {Gi}i∈I ���-
�	
���	
 ������ ��
���
� ��� ���
��� ��
���, 	��� ��� �� -
�� ������ Gj � ��� ���� ��	�	�
� 0 �= aj ∈ Gj (j ∈ I) �� �����	���
�
�"	���:
1) inf�{H(ai1), . . . ,H(ais)} ≤ H(aj), ��	 aik ∈ Gik , ik ∈ I, k = 1, s, ik �= il,
��� k �= l;
2) H(aj) � H(aik) ��� ��	� k = 1, s,
��	��	
 ���	�
�����	 ��	�	�
� aj1, . . . , ajr ∈ Gj � ����
����:
1’) aj1 + . . .+ ajr = aj;
2’) ��� �� �� ��	�	�
� ajl

(l = 1, r) ����	
�� 
��� ��	�	�
 aik

(k = 1, s), �
 H(ajl
) ≥ H(aik).

+
��� ����� ��
�� ”������ ������������ 	�� ������� �
����”
��	�� ���
� ������ ”������ ������������”. &����	�� ���
�
� , "��
���� ������
 ����� ����� ��
������
, �� � ���
� �� ��	������
 ���-
�� ��
������
. 4��� ������
 ����� �	��������� ������ �������-
�����, �� � ���
� �� ��	������
 �	��������� ����� ������.

!������ 1.3. ������ G = ⊕
i∈I
Gi ����	 
�����
���� 
��� � 
��-

� 
���, ���� ���
	�� ����� {Gi}i∈I ����	 
�����
���� � ����	-

���	
 ������ ��
���
�.
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"�#�	��������. #��� G – ����� ��
������
� �����
. /
�����-
��� ������� ��� ������ Gα, Gβ ∈ {Gi}i∈I � �������� gα ∈ Gα, gβ ∈ Gβ

�
���, "�� H(gα) ≤ H(gβ). ���	
 H(ραgα) ≤ H(ρβgβ), �	� ρα : Gα −→ G,
ρβ : Gβ −→ G – ��!����. .� ����� ��
���������� ������ G ���	�-
�� �������
��� ϕ ∈ E (G) �
����, "�� (ϕρα)(gα) = ρβ(gβ) �, ��
"��,
(πβϕρα)(gα) = gβ, �	� πβ : G −→ Gβ – ��������.

#��
!��, "�� ������
 {Gi}i∈I �	��������� ������ ������������.
/
�������� ������� ��� ������ Gj ∈ {Gi}i∈I � ������� 0 �= aj ∈ Gj

�
���, "�� inf�{H(ai1), . . . ,H(ais)} ≤ H(aj), ���"�� H(aj) � H(aik) 	��

��� k = 1, s. ��� �
!	��� k = 1, s �
�������� ��!���� ρik : Gik −→ G
� ρj : Gj −→ G, �	� Gik ∈ {Gi}i∈I � aik ∈ Gik . ���	
 H(ρi1(ai1) + . . . +
ρis(ais)) ≤ H(ρj(aj)), 
 �� ����� ��
���������� ������ G ���	��� ��-
�����
��� ϕ ∈ E (G) �
����, "�� ρj(aj) = ϕ(ρi1(ai1) + . . . + ρis(ais)) =
(ϕρi1)(ai1) + . . .+ (ϕρis)(ais). .���� aj = (πjρj)(aj) = (πjϕρi1)(ai1) + . . .+
(πjϕρis)(ais), �	� πj : G −→ Gj – ��������. #��� ajk

= (πjϕρik)(aik)
	�� ������ k = 1, s. ���	
 aj = aj1 + . . . + ajs, ���"�� 	�� �
!	���

�������
 ajk
(k = 1, s) ��������� ������� aik (k = 1, s) �
���, "��

H(aik) ≤ H(ajk
). ���
���. #��� a, b ∈ G, ���"�� H(a) ≤ H(b). #��� 

a = ai1 + . . . + air , b = bl1 + . . . + bln , �	� ait ∈ Git , blj ∈ Glj , it, lj ∈ I
	�� ����� t = 1, r � j = 1, n. #��
!��, "�� 	�� ������ �������
 blj
(j = 1, n) ��������� ϕj ∈ Hom(G, GlJ ) �
���, "�� ϕj(a) = blj . ���	

b = (ϕj1 + . . . + ϕjn)(a) � ϕj1 + . . . + ϕjn ∈ E (G). 4��� 	�� �������


blj �
�	���� ������� aik �
���, "�� H(blj ) ≥ H(aik), �� �� ����� ��
�-
��������� ������� {Gi}i∈I ���	��� �������
��� ψj ∈ Hom(Gik , Glj ),
���
	
����� ������� ψj(aik) = blj . ���	
 ����!�� ϕj(a) = ψj(aik), ��
��� ϕj = ψjπik , �	� πik : G −→ Gik – ��������. #��� �
���� �������
 aik

�� ���������, "�� H(blj ) ≥ H(aik). �
� �
� H(blj ) ≥ inf�{H(aik)}k=1, r

� ������
 {Gi}i∈I �	��������� ������ ������������, �� �������-
�� �������� bljτ

∈ Glj (τ = 1, t) �
���, "�� blj = blj1 + . . . + bljt
, ���-

"�� 	�� ������ bljτ
(τ = 1, t) �
�	���� aikτ

∈ {aik}k=1, r �
���, "��

H(bljτ
) ≥ H(aikτ

). ���	
 �� ����� ��
���������� ������� {Gi}i∈I ���-
	��� �������
��� ψjτ ∈ Hom(Gikτ

, Glj) �
����, "�� ψjτ (aikτ
) = bljτ

, ���-
"�� ψj1(aik1

) + . . .+ψjt(aikt
) = blj . ���	
 ϕj(a) = ψj1(aik1

) + . . .+ψjt(aikt
),

�	� ϕj = ψj1πik1
+ . . . + ψjtπikt

� πikτ
: G −→ Gikτ

(τ = 1, t) – ��������.
�
��� ���
���, ϕj(a) = blj .
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0��	����� ���	��!���� ���
��
��, "�� ����� ��
��������� �

��������� ������ ������������ 	�� ������� ����� {Gi}i∈I �������

������	����� 	�� ����� ��
���������� ������� ������	���� �����-
�� ��� �����.

������ ��
� 1.4. #��� G =
∏
i∈I

Gi ����	 
�����
����� ������, 


���
	�� {Gi}i∈I ����	 
�����
���� � ����	
���	
 ������ ��-

���
�.

"�#�	�������� 	
����� ����!	���� ����	���� 
�
����"�� 	�-
�
�
��� ��� ������	������ ���	�	���� �������.

0��	����� ����	������ ��	�� ������� 	�� �������� ��������� 	�-
��
��"��� ������ 	�� ����� ��
���������� ������ G =

∏
i∈I

Gi.

���������
� 1.4. !��	� ����
�, �
 ���
	�� ����� {Gi}i∈I ���-
�	
���	
 ������ ��	���
� ��� ���
��� ��
���, 	��� ��� ��-
�� ������ Gj ∈ {Gi}i∈I � ���� ��	�	�
� 0 �= gj ∈ Gj 
���, �

o(gj) = ∞, �� �����	��� ������:

H(gj) ≥ inf �{H(gγ)}γ∈J , ��	 |J | = ℵ0 � J ⊆ I,

��	��	
 ���	�
�����	 ��	��� �����
	�� ��	�	�
� {gγk
}γk∈J, k=1, n


���, �

H(gj) ≥ inf �{H(gγk

)}γk∈J, k=1, n .

.���	
 ����� ������
 ”������ ����"����� 	�� ������� �
����”
��	�� ���
� ������ ”������ ����"�����”.

������ ��
� 1.5. ������ G =
∏
i∈I

Gi ����	 
�����
����, 	���

���
	�� ����� {Gi}i∈I ����	 
�����
���� � ����	
���	
 �������

��
���
� � ��	���
�.

"�#�	��������. #��� a, b ∈ G � H(a) ≤ H(b), �	� a = (. . . , ai, . . . ),
b = (. . . , bi, . . . ). #��
!��, "�� 	�� ������� ��� ����	��
�� bj �������

b �
�	���� ����"�
� ��	������
 ����	��
� {ail}l=1, n �������
 a �
�
�,
"�� H(bj) ≥ inf�{H(ail)}l=1, n. /
�������� 	
 ���"
�: 1) o(bj) < ∞, 2)
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o(bj) = ∞, ��� ���� ��	�� �"��
� , "�� ��"�� �� ����	��
�� ai ������-
�
 a ����"�� �� ����. #��� o(bj) <∞. �
� �
� �����
� �
����
 H(bj)
��	��!�� ����"��� "���� σnk ����	���� "���� ����"��� ��∞ � H(bj) ≥
inf�{H(ai)}i∈I , �� ��������� ����"��� ��	���!���� {ail}l=1, n ⊂ {ai}i∈I

�
���, "�� H(bj) ≥ inf�{H(ail)}l=1, n. 4��� o(bj) = ∞, ��, �"���
� ���
-
����� H(bj) ≥ H(a) � "�� �����
� �
����
 ������ �������
 ������

������� �� ����� "�� �� �"������ ���!���
 ����	���� "����, ����"
��
�������
��� ��	���!���
 {aτ}τ∈J ⊆ {ai}i∈I , �	� |J | ≤ ℵ0, �
����, "��
H(bj) ≥ inf�{H(aτ )}τ∈J . #��� |J | = ℵ0. �
� �
� ������
 {Gi}i∈I �	�-
�������� ������ ����"�����, �� ��������� ����"��� ��	���!����

{aτl
}l=1, m ⊂ {aτ}τ∈J �
���, "�� H(bj) ≥ inf�{H(aτl

)}l=1, m.
#��
!��, "�� ��������� ψ ∈ E (G) �
���, "�� ψ(a) = b. ��� ���-

�� 	���
��"�� �
����� , "�� 	�� ������� ��� ����	��
�� bj �������


b �
�	���� ����������� ψj ∈ Hom(G, Gj) �
���, "�� ψj(a) = bj , ���	

�� [46, ������
 8.2] ��	�� ���	�
� �������
��� ���������� �������-
����
 ψ. #��� H(bj) ≥ inf�{H(aik)}ik∈I, k=1, n , �	� bj ∈ Gj , aik ∈ Gik .
�
� �
� ������
 {Gi}i∈I ����� ��
������
 � �	��������� ������

������������, �� ��	������
 {Gj , Gik}k=1, n, �	� Gj �= Gik 	�� ������

k = 1, n, �
�!� ����� ��
������
 � �	��������� ������ ����-

��������. 0��	�
��� ��, �����
 G′ = Gj ⊕ n⊕
k=1

Gik , �
� ����
�� ��

������� 1.3, ����� ��
������
. #������ ��	�� �������
� ����-
������� ψ′

j ∈ Hom(G′, Gj) �
���, "�� (ψ′
jρ

′)(ai1 + . . . + ain) = bj , �	�

ρ′ :
n⊕

k=1
Gik −→ G′ – ��!����, ψ′

j = π′
jψ

′′
j , π′

j : G′ −→ Gj – ��������, 


ψ′′
j ∈ E (G′), ���"�� (ψ′′

j ρ
′)(ai1 + . . . + ain) = ρj(bj), ρj : Gj −→ G′ – ��-

!����. �
� �
� G′ – ������ ��
�
���� ������ G, �� ��!�� ���	��!�� 

����������� ψ′
jρ

′ 	� �����������
 ψj ∈ Hom(G, Gj), �����	����� a 

������� bj . 4��� !� �����
 Gj ���
	
�� � �	��� �� ����� Gik , k = 1, n,
��, ����	� 
�
����"��� �
���!	���� 	�� ��	������� {Gik}k=1, n , ����-
"�� �
�!� ����������� ψj ∈ Hom(G, Gj), ������� �����	�� ������� a
 ������� bj .

0��	����� ������ ���
��
��, "�� ��������� ����� ��
�����-
�
� �����
 G =

∏
i∈I

Gi �
�
�, "�� ������
 {Gi}i∈I ������ ����"����� ��

�	���������.
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��
��� 1.2. #��� A =
∞∏
i=0

Ai, �	� A0 – �����
 ����� p -
	�"�����

"����, 
 Ai (i = 1, ∞) – �����"����� ������ ����	�
 pi (�	�� p – ���-
����
���� ������� "����). �
� �
� �
!	
� �����
 Ai (i = 0, ∞) – 
�-
����
�"���� ����
���
, �� A – 
�����
�"���� ����
���
� �����
 [46],

, ��
"��, �
� ���	��� �� ���	���� 3.10, ����� ��
������
. /
�����-
��� �������� ai ∈ Ai (i = 0, ∞) �
���, "�� hp(ai) = 0, ���	
 H(a0) =
inf�{H(ai)}i=1,∞ . , �� !� ���� �� ��������� ����"���� ��	���!���


�������� {aik}k=1, n ⊂ {ai}i=1,∞ �
����, "�� H(a0) = inf�{H(aik)}k=1, n .

§2. ������ ����	
�
����� ����� ��	 #�����
�

, 	
���� �
�
��
�� ���
��
����, "�� ������ ������������, �
��-
!����� �
 ������� ���
����� ��	����� �
��
 1 ������� ��� ������

��� ���"����, ���
������ �� �	����	�����. %
�
����������� �����

��
�������� ���
�
��� ��� ������ ��� ���"����. /
���
���
����

������, ���
���� � ����� ��
��������� � ������� ������	���� ��-
������� ���
�
��� ���, ���
�
��� ��� � �	����	�� �
���!���� �����

��� ���"����.

$���� 2.1. ���
	�� {Ai}i∈I ������� ����� �	� ����	��� ���-
�	
���	
 ������ ��
���
� 
��� � 
��� 
���, ���� ���
����� ����� Aα, Aβ ∈ {Ai}i∈I 
����, �
 t(Aα) �= t(Aβ), ��	��	
, �

π(Aα)

⋂
π(Aβ) = ∅.

"�#�	��������. #��� ������
 {Ai}i∈I �	����	��� ����� ��� ���-
"���� �	��������� ������ ������������ � ��������� ������ Aα,
Aβ ∈ {Ai}i∈I �
���, "�� t(Aα) �= t(Aβ) � π(Aα)

⋂
π(Aβ) �= ∅. #��� ,

	�� ����	���������, t(Aα) � t(Aβ) � p – �
��� ������� "����, "�� p ∈
π(Aα)

⋂
π(Aβ). ���	
 �� ����� Aα � Aβ ������ ������������ ������-

�� aα � aβ �
���, "�� hp(aβ) ≤ hp(aα). ���	
 χ(aα) ≥ inf{χ(paα), χ(aβ)},
���"�� χ(aα) < χ(paα), �
� �
� hp(aα) + 1 = hp(paα) � χ(aα) � χ(aβ), ��-
���� "�� t(Aα) � t(Aβ). #����� �� ������
 {Ai}i∈I �	��������� ����-
�� ������������, �� ��������� �������� aα1 , aα2 , . . . , aαn ∈ Aα �
-
���, "�� aα = aα1 + . . .+ aαn , ���"�� χ(aαk

) ≥ χ(aβ) 	�� ������ k = 1, n
��� χ(aαk

) ≥ χ(paα). �
� �
� t(Aα) � t(Aβ), �� χ(aαk
) � χ(aβ) 	�� ��-

���� k = 1, n. #������ χ(aαk
) ≥ χ(paα) 	�� �
!	��� k = 1, n. ���	
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χ(aα) ≥ inf{χ(aαk
)}k=1, n ≥ χ(paα), "�� ������!��.

���
���. /
�������� ������� ��� ������ Aj ∈ {Ai}i∈I � ������� -
��� ������� 0 �= aj ∈ Aj �
���, "�� χ(aj) ≥ inf{χ(ai1), . . . , χ(ais)}, �	�
aik ∈ Aik , ik ∈ I, k = 1, s, ik �= il ��� k �= l, ���"�� χ(aj) � χ(aik) 	��

������ k = 1, s. �
� �
� ������
 {Ai}i∈I ������� �� ��	�����
����

�����, �� ��������� �
��� ������� "���� p, "�� p ∈ π(Aj). �
� �
�

hp(aj) ≥ inf{hp(aik)}k=1, s , �� �
�	���� ������� aiβ ∈ {aik}k=1, s �
���,
"�� hp(aj) ≥ hp(aiβ). ���	
, �
� ���	��� �� ������, t(Aj) = t(Aiβ). �
�
�
� 	�� ��"�� ��� ������� "���� q ���������� hq(aj) = hq(aiβ), ��
���� q1, . . . , qn – �� �
��� ������� "���
 ����"��� �� p, 	�� �������

hqα(aj) �= hqα(aiβ). ���	
 	�� �
!	��� �������� "���
 qα (α = 1, n) ��	��

�������
� ������� a
(α)
i ∈ {aik}k=1, s �
���, "�� hqα(a

(α)
i ) ≤ hqα(aj). .�

���������� ������� {aiβ , a
(α)
i }α=1, n ���	���, "�� 	�� ������ �������
 c

�� ���� ������� t(aj) = t(c), ���"�� χ(aj) ≥ inf{χ(aiβ), χ(a
(α)
i )}α=1, n .

�
� �
� ������
 {Aj, Aiβ , A
(α)
i }α=1, n ������� �� ����� �	���� � ���� !�

���
, ��, �
� ���	��� �� [29, ����
 2.2], ��
 �	��������� ������ ��-
����������. #������ ��������� �������� aj1 , . . . , ajr ∈ Aj �
���, "��
aj = aj1 + . . . + ajr , ���"�� 	�� �
!	��� ajl

(l = 1, r) �
�	���� �
���

������� d ∈ {aiβ , a
(α)
i }α=1, n , "�� χ(ajl

) ≥ χ(d). ���	
 {aiβ , a
(α)
i }α=1, n ⊆

{aik}k=1, s .

$���� 2.2. #��� ������ Gi (i ∈ I) �����
�� �������� �������
�����	���� �	� ����	��� ��������� ����	 
�����
���� ������

G, 
 ���
	�� {Gi}i∈I ����	
���	
 ������ ��
���
�.

"�#�	��������. #��� ���������� ������ �����, ���	
, ����
�-
�� ����� 2.1, �
� ��!�� ���
�
� , "�� 	�� ����� ����� A, B ∈ {Gi}i∈I

�
���, "�� t(A) �= t(B) ���	���, "�� π(A)
⋂
π(B) = ∅. #��� , 	�� ����-

	���������, t(A) � t(B). 4��� ������ A � B ��!
�  �	��� �
���!�-
��� G, �� ����!	���� ����� ����
�� �� ������� 1.3 � ����� 2.1.
#��� ������ A � B ��!
�  �
���� �
���!����� ������ G, �� ��� 

A ⊕ A1 = G = B ⊕ B1. /
�������� ������� ��� ������ C ∈ {A,B} �

������� ��� ������� 0 �= c ∈ C �
���, "�� H(c) ≥ inf�{H(a), H(b)}, �	�
a ∈ A, b ∈ B, ���"�� H(c) � H(a) � H(c) � H(b). #��
!��, "�� �������

b ∈ A1. ��������� ��, �
� �
� t(A) � t(B) � b �= 0, �� b �∈ A. #��� 
b = a′ + a′1, �	� a

′ ∈ A, a′1 ∈ A1 (�
���
���
�� �
���!���� G = A⊕A1),
���	
 H(b) = inf�{H(a′), H(a′1)} ≤ H(a′). 5�� ��������"�� ����, "��
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t(A) � t(B). 0��	�
��� ��, b ∈ A1, ���	
 H(a + b) ≤ H(c). .� �����

��
���������� ������ G ���	��� �������
��� ϕ ∈ E (G) �
����, "��
c = ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b). �
� �
� H(ϕ(a)) ≥ H(a) � H(ϕ(b)) ≥ H(b),
�� ������
 {A,B} �	��������� ������ ������������ � �� ����� 2.1
���	���, "�� π(A)

⋂
π(B) = ∅.

, ���	����� ����� ���
�
��
����, "�� ������ ������������ ���-
���� ���
����� ��	����� �
��
 1 ������ ��� ���"���� G ����������

����� �
 �� ��������.

$���� 2.3. $	����������� ������ �	� ����	��� G ����	
�� ��-
���� 
��� � 
��� 
���, ���� ���
	�� {Ai}i∈I ��	� 		 �	����
-
��� ������� ����� 1 ����	
���	
 ������ ��
���
�.

"�#�	��������. &�����	����� ����
�� �� ����� 2.1. ���
!��
	���
��"���� . �������� ��������, �� ��� ���� G – ���	����	�
�

�����
, ���	
 ��������� �������� �������� a, b ∈ G �
���, "��

t(a) �= t(b). ���	
, �
� ���	��� �� ����� 2.1, π(< a >∗) ∩ π(< b >∗) = ∅.
0��	�
��� ��, t(a+ b) = t(a) ∩ t(b), ����	


t(a+ b) < t(a) � π(< a+ b >∗) ∩ π(< a >∗) = π(< a >∗) �= ∅.

���	
 �� ����� 2.1 ������
 {< a + b >∗ , < a >∗} �� �	���������

������ ������������, "�� ��������"�� �
)��� ���	����!���� � �
-
��"
��� ����	 �������� 1.3.

, ���	����� ������� 	
���� �
�
������
��� ����� ��
��������

���
�
��� ��� ����� ��� ���"����.

!������ 2.4. ��� �	�����	���� ������ �	� ����	��� G ��	�����	
������ �������	�
��:
1) G – ����� ���� ���� ������, ����	� ��� ����� �������
������ �����	��� Gi, Gj �� G 
����, �
 t(Gi) �= t(Gj), ��	��	
, �

π(Gi)

⋂
π(Gj) = ∅;

2) ��� ����� �	����%��� ������ �����	��� A � B ����� 1 �� G ��	-
��	
, �
 π(A)

⋂
π(B) = ∅;

3) ���
	�� {Ai}i∈I ��	� ������ �����	��� ����� 1 ������ G ����	
�-
��	
 ������ ��
���
�;
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4) ������ G ����	 
�����
����.

"�#�	��������. +�� �� ������ 1) ���	��� 4) ����
�� �� [29, ���	-
���� 2.13]; ����� ��� ����� 2.2 �� 4) ����"
�� 3); ���
�������� ����-
�� 2) � 3) ���
�
��
����  ����� 2.1. #��
!��, "�� �� 2) ���	��� 1).
#��� τ(G) �����
"
�� ���!���� �
���"��� ���� ��� ������ ��
�
-
���� �
��
 1  G. ���	
 	�� �
!	��� τ ∈ τ(G) �
�������� ��	������

G(τ), ���
���� ����!	����� ���� ������� ��
�
����� �
��
 1 ���


τ . #��
!��, "�� G(τ) – �	����	�
� �����
 ���
 τ , �� ��� "�� ������� -
��� ������� g ∈ G(τ) ����� ��� τ  G(τ). �
� �
�  G ������� g ���-
���� ��)����� ���������� ��
����� nx = aj1 + . . . + ajk

, �	� ajl
∈ Ajl

,
t(Ajl

) = τ � Ajl
∈ {Ai}i∈I 	�� ������ l = 1, k (�	�� {Ai}i∈I – ������


��� ������ ��
�
���� �
��
 1 ������ G), �� 	��
!�� ��	������ �� k,
"��

t(aj1 + . . .+ ajk
) = t(aj1) ∩ . . . ∩ t(ajk

), . (∗)
#��� k = 2. ���	
 ������ G ��!�� ���	��
��  �	� G = Aj1 ⊕ H .
4��� aj2 ∈ H , �� t(aj1 + aj2) = t(aj1)∩ t(aj2). 4��� aj2 ∈ Aj1, �� aj1 + aj2 ∈
Aj1 � t(aj1 + aj2) = t(aj1) ∩ t(aj2). 4��� aj2 = a′j1 + h, �	� a′j1 ∈ Aj1 ,
h ∈ H , �� aj1 + aj2 = aj1 + a′j1 + h � t(aj1 + aj2) = t(aj1 + a′j1 + h) =
t(aj1 + a′j1) ∩ t(h) = t(aj1) ∩ t(a′j1) ∩ t(h). �
� �
� t(aj2) = t(a′j1) ∩ t(h),
�� t(aj1) ∩ t(aj2) = t(aj1 + aj2). #��� 	�� k = m − 1 (m ≥ 3) �
��-
��� (∗) ����������. #��
!�� ��� ���
�	����� ��� k = m. .�-
��� ��� ��	������� ���	����!���� ����"��, "�� t(aj1 + . . . + ajk

) =
t(aj1 + . . .+ ajk−1

) ∩ t(ajk
) = t(aj1) ∩ . . .∩ t(ajk−1

) ∩ t(ajk
). 7
����� �
�!�,

"�� 	�� ����� τ1, τ2 ∈ τ(G) ���	���, "�� t(G(τ1)) �= t(G(τ2)), 
 �
� �
�

t(G(τ1)) = t(A(τ1)), t(G(τ2)) = t(A(τ2)) 	�� ��������� A(τ1), A(τ2) ∈ {Ai}i∈I ,
� ������
 {Ai}i∈I �	��������� ������ 2), �� π(G(τ1)) ∩ π(G(τ2)) = ∅.
#��
!��, "�� G = ⊕

τ∈τ(G)
G(τ). #��� G(α), G(τ1), . . . , G(τk) ∈ {G(τ)}τ∈τ(G),

�	� G(τi) �= G(τj) ��� i �= j 	�� ����� i, j = 1, k � G(α) �= G(τi) 	�� ������

i = 1, k . ��������, "�� ��������� 0 �= b ∈ G(α)∩(G(τ1)+ . . .+G(τk)). �
�
�
� G – ��	�����
��
� �����
, �� ��������� ������� "���� p �
���,
"�� hp(b) �= ∞  ������ G(α), 
 ��
"�� �  G. 0 	����� �������, �
� �
�

π(G(1)) ∩ π(G(2)) = ∅ 	�� ����� G(1), G(2) ∈ {G(τ)}τ∈τ(G), G
(1) �= G(2), ��

t(G(τ1) + . . .+G(τk)) = t(G(τ1))∩ . . .∩ t(G(τk)) � �
� �
� π(G(α))∩π(G(i)) = ∅
	�� ������ i = 1, k, �� π(G(α))∩π(G(τ1) + . . .+G(τk)) = ∅. 0��	�
��� ��,
hp(b) = ∞  ������ G(τ1) + . . .+G(τk), 
 ��
"�� �  ������ G, "�� ������-
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��"�� �	����������� ����� �������
  ������. #��
!��, "�� �����


G ����!	
���� ���!����� {G(τ)}τ∈τ(G). ��������� ��, ���� ���	����-
!�� , "�� ��������� ������� g ∈ G �
���, "�� g �∈ ⊕

τ∈τ(G)
G(τ), �� ��

���
�
��� ����� ������ G ���	���, "�� ������� g ��!�� ��!�� �

����� �
���!���� ������ ��
�
���� F = F1 + . . . + Ft ������ G. �
�
�
� 	�� �
!	��� l = 1, t ��������� τl ∈ τ(G) �
���, "�� Fl ⊆ G(τl), ��

������� g ∈ t⊕
l=1
G(τl), "�� ��������"�� �
)��� ���	����!����.

���������
� 2.1. &���	� ���
	�� ����� �	� ����	��� {Gi}i∈I ��-
�
�����
����, 	��� �� 
�, �
 a ∈ Gi, b ∈ Gj � χ(a) = χ(b),
��	��	
 ���	�
�����	 ϕ ∈ Hom(Gi, Gj) � ����
�� ϕ(a) = b.

4��� ������
 {Gi}i∈I ������� �� �	��� ������, �� �����	�� � ����-
��� ��	���
���������� ������, �	������  [35].

0��	����� ������� ����!	���� ���
��
��, "�� 	�� �������, ��-
������� �� �	����	��� ����� �	���� � ���� !� ���
, ������� �����

��
���������� � ��	���
���������� ���
	
��.

$���� 2.5. ���������� ���
	�� ������� ����� {Gi}i∈I ���

� 
�  	 
��� ����	 
�����
���� 
��� � 
��� 
���, ���� ��
���
�����
����.

"�#�	��������. &�����	����� �"��	�
. ���
!�� 	���
��"���� .
/
�������� ������� ��� ������ Gj, Gt ∈ {Gi}i∈I � ������� ��� ���-
����� a ∈ Gj, b ∈ Gt �
���, "�� χ(a) ≤ χ(b). 4��� χ(a) = χ(b), ��

��������� ����������� ψ ∈ Hom(Gj , Gt) �
���, "�� ψ(a) = b. #��� 
����� χ(a) < χ(b). �
� �
� �
�
���������� χ(a) � χ(b) ���
������,
�� ��������� �
���
� ��� "���� n �
���, "�� χ(na) = χ(b). 7�
"��
�
�	���� ����������� ϕ ∈ Hom(Gj , Gt) �
���, "�� ϕ(na) = b. 0��	�
-
��� ��, ����������� ψ = nϕ �����	�� a  ������� b.

&
������, "�� �����
 ��� ���"���� G �
��
���� ���	�� �	����-
�	���� [29], ���� �
!	�� ����"��� ��	���!���� �������� �� G ��	��-
!����  ��������� �	����	�� �
���!���� ������ ��
�
���� ������ G.
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!������ 2.6. ������ A =
∏
i∈I

Ai, ��	 Ai (i ∈ I) – ���	�� �	����-

�	����	 ������, ����	 
�����
���� 
��� � 
��� 
���, ���� ���
����� ������� ������ �����	��� B � C �� A �������
�� ������:
1) ���
	�� {B, C} ���
�����
����;
2) 	��� t(B) �= t(C), 
 π(B) ∩ π(C) = ∅.

"�#�	��������. &�����	����� . ������ 2) ����
�� �� ���� 2.1
� 2.2. #��
!�� ���
�	����� ������ 1). .� ������� 1.3 � ����� 2.5
���	���, "�� ������
 ����� {B, C}, �	���������
� ������ �������,
��	���
������
, ���� ��� ������ ��!
�  �	��� �
���!���� ������

A, 
 �
�!� ���� t(B) �= t(C), ������ ��  ���� ���"
� Hom(B, C) =
Hom(C, B) = 0. #��� t(B) = t(C) � ������ B, C ��!
�  �
���� �
�-
��!����� ������ A. /
�������� ������� ��� �������� b ∈ B, c ∈ C
�
���, "�� χ(b) = χ(c), ���	
 χ(ρ1(b)) = χ(ρ2(c)), �	� ρ1 : B −→ A,
ρ2 : C −→ A – ��!����. .� ����� ��
���������� ������ A ���	���

�������
��� ϕ ∈ E (A) �
����, "�� ϕ(ρ1(b)) = ρ2(c). ���	
 �������-
�� ψ ∈ Hom(B, C) �
���, "�� ψ(b) = c, �	� ψ = πϕρ1 � π : A −→ C –
��������.

����
��"���� . #��� a, b ∈ A, ���"�� χ(a) ≤ χ(b) � a = (. . . , ai, . . . ),
b = (. . . , bi, . . . ), �	� ai, bi ∈ Ai 	�� ������ i ∈ I. �
� �
� Ai – ���������

���
�
��� �
� �����
, �� bi ��
	�
����  �	����	�� �
���!���� ���-
��� ��
�
����. #��� Hi – �	�� �� �����
� ��� (��������� �� ���"�-
���) �
��� ��
�
����. .����: bi = bi1 + . . .+ bim , �	� Hi = Hi1 + . . .+Him

– �
���!���� Hi  ������ ����� �	����	��� ����� (�	� m �
����

�� ��	���
 i � �� ����
 Hi). �
��� �
���!���� �������
 bi ��	�� �
-
��
� �	����	���. #����� �� 	�� ������ ��
�
����� bin (n = 1, m)
χ(bin) ≥ χ(a), �� 	���
��"�� ���
�
� , "�� ��������� ψin ∈ Hom(A, Hin)

�
���, "�� ψin(a) = bin . ���	

m∑

n=1

ψin(a) = bi, �	�
m∑

n=1

ψin ∈ Hom(A, Ai).

���	
, �
� ���	��� �� [46, ������
 8.2], ��	�� �������
� ψ ∈ E (A)
�
���, "�� ψ(a) = b. �
� �
� ������ 2) 	
���� ������� ��������-
�� � χ(bin) ≥ χ(a), �� �
�	���� ������
 �������� {ail}l=1, d �
�
�, "��

ai = ai1 + . . . + aid � t(ail) = t(bin) 	�� ������ l = 1, d, ���"�� χ(bin) ≥
inf{χ(ail)}l=1, d . 4��� ��������� l = 1, d �
���, "�� χ(ail) ≤ χ(bin), �� ��

����� ��
���������� �	����	��� ������� {Hil, Hin}, �����
� ���	���

�� ������ 1) � ����� 2.5, ����
�� �������
��� ϕil ∈ Hom(Hil, Hin)
�
����, "�� ϕil(ail) = bin . ���	
 ��������� ψin ∈ Hom(A, Hin), ���-
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��
!
���� ������� a  ������� bin , �	� ψin = ϕilπilπ � π : A −→ Ai,
πil : Ai −→ Hil – ��������. 4��� �
���� �������
 ail (l = 1, d) ��

�
�	����, ��, �
� ����
�� �� ����� 2.1 � �� ������ 2) 	
���� ���-
����, ������
 {Hil, Hin}l=1, d , �������
� �� �	����	��� ����� �	���� �

���� !� ���
, �	��������� ������ ������������. ���	
 ���������

�������� b
(1)
in , . . . , b

(γ)
in ∈ Hin �
���, "�� bin = b

(1)
in , . . . , b

(γ)
in , ���"�� 	��

�
!	��� b
(t)
in (t = 1, γ), �
�	���� ������� a

(t)
il

∈ {ail}l=1, d, 	�� ��������

χ(b
(t)
in

) ≥ χ(a
(t)
il

). �
� �
� 	�� �
!	��� t = 1, γ ������
 {H(t)
il
, Hin} �����

��
������
, �� ��������� ϕit ∈ Hom(H
(t)
il
, Hin) (t = 1, γ), �����	�-

��� �������� a
(t)
il

 �������� b
(t)
in

������������ (�	�� H
(t)
il

∈ {Hil}l=1, d

	�� �
!	��� t = 1, γ), ���	

γ∑

t=1

ϕit(a
(t)
il

) = bin . 0��	�
��� ��, ���������

����������� ψit =
γ∑

t=1

ϕitπitπi �
���, "�� ψita = bin , �	� πit : Ai −→ Hit

πi : A −→ Ai – ��������.

�������
� 2.7. ������ A =
∏
i∈I

Ai, ��	 Ai (i ∈ I) – �	�����	����	

������, ����	 
�����
���� 
��� � 
��� 
���, ���� ��� �����
�	����%��� ������ �����	��� B � C ����� 1 ������ A ��	��	
, �

π(B)

⋂
π(C) = ∅.

�������
� 2.8.[35] '	�
���� ������ A ����	 
�����
���� 
�-
�� � 
��� 
���, ���� ��� ����� �	����%��� ������ �����	���
B � C ����� 1 ������ A ��	��	
, �
 π(B)

⋂
π(C) = ∅.

�������
� 2.9.[29] '���	 ���� ���� ������ A ����	 
�����-

���� 
��� � 
��� 
���, ���� ��� ����� �	����%��� ������
�����	��� B � C ����� 1 ������ A ��	��	
, �
 π(B)

⋂
π(C) = ∅.

§3. ������ ����	
�
����� ������ ���
	�����
� 
 ������
���� s-����%���� �	#
� �����

, 	
���� �
�
��
�� 	��
��
���� �������� ����� ��
��������-
�� ������ ������	���� s-��������� ����� ����� (������
 3.1). 0 ���

����� � ����"
���� ��	 ���
������� ������ ����� ��
��������-
�� ������ ������	���� ��������� ����� �����, ���
�
��� ��� �����,
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�"����� �����, ����� ����� ��� ���"����, �����	�"����� ����� (���	-
���� 3.2 – 3.4). #��
��
���� �
�!�, "�� ������� �
� 
�����
�"����

����
���
� �����
 ����� ��
������
.

�
� ���� ����"���  §1, ������ ����� ��
����������, ����������-
�� � ����"����� ������� ��� ������� ����� {Gi}i∈I ������� ��� ��

	���
��"���� 	�� ����� ��
���������� ������
∏
i∈I

Gi. , 	
���� �
�
-

��
�� ��	�� �	�� ��
�� ����� �
���, "�� ��� ������, �
��!����� �


������� ��� ������� ����� �� ����� ��
��
, ��	�� �
�!� ������	���-
�� 	�� ����� ��
���������� �� ������� ������	����.

&
������ ���	����� �������, �	����� 0. ,. /�"����  [45].

���������
� 3.1. [45] (�	�	�� ������ A ������	
�� ���	�� ��-
��, 	��� �� �	 ��	� �
 �	������	���� ��	�����	���� �������
� �������, ����%��� �����	

∏
ℵ0

Z.

#�����
�� ��������� ����� ����� ������� ����� ������, �"�����
��	�����
���� ������, ��	�����
���� �����	�"����� ������ [45].

���������
� 3.2. ������ G ���	� ������
� s-���	�� ����,
	��� �� ��� ��	�	�
 g ∈ G 
���, �
 o(g) = ∞, � � �� �
� �
���	�� ���	 ����	 �����	�	 ������ G.

��
�� s-��������� ����� ����� )��� ��
��
 ��������� ����� �����,
 "
�������, �� ��	��!�� �� ���
�
��� ��� ��	�����
���� 
�����

������,  ��� "���� �
∏
ℵ0

Z. ��������� ��, ���� A – ���
�
��� �
�

��	�����
��
� �����
, ���
!��, "�� ��
 – s-��������� ���
�. #��� 

a ∈ A, o(g) = ∞, ���	
 �� ���
�
��� ����� ������ A ���	���, "�� ���-
���� a ��!�� ��!�� � ����� �
���!���� ������ ��
�
���� B ����-

�� A, �	� B =
n⊕

i=1
Bi, Bi (i = 1, n) – ������ �
��
 1. �
� �
� �
!	
� Bi

– ��������� ���
� �����
, ��, �
� ����
�� �� [45, ���	��!���� 3], B –
��������� ���
� �����
.

#����	�� � �
���������� �	���� �� ������� ����� �
�� ����� �
-
�
��
�
.
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!������ 3.1. ������ G =
∏
i∈I

Gi, ��	 Gi (i ∈ I) – s-���	�� ����	

������, ����	 
�����
���� 
��� � 
��� 
���, ���� �������
-
�� ��	�����	 ������:
1) {Gi}i∈I – ����	 
�����
����� ���
	�� �����;
2) ���
	�� ����� {Gi}i∈I ����	
���	
 ������ ��
���
�;
3) ���
	�� ����� {Gi}i∈I ����	
���	
 ������ ��	���
�.

"�#�	��������. ����
��"���� ����
�� �� ���	��!���� 1.5. &�-
����	����� . ,��������� ������ 1) – 2) ���	��� �� ���	��!���� 1.4.
#��
!�� ���
�	����� ������ 3). /
�������� ������� ��� ������

Gj ∈ {Gi}i∈I � ������� ��� ������� gj ∈ Gj �
���, "�� o(gj) = ∞ �

H(gj) ≥ inf�{H(gτ )}τ∈J , J ⊆ I, � |J | = ℵ0. ���	
 G =
∏
τ∈J

Gτ ⊕ ∏
i∈I\J

Gi.

#��� G(1) =
∏
τ∈J

Gτ � G(2) =
∏

i∈I\J
Gi. �
� �
� G – ����� ��
������
�

�����
, �� ������
 {G(1), G(2)} ����� ��
������
. ,����!�� 	
 ���-
"
�: j ∈ I \ J ��� j ∈ J . #��� j ∈ I \ J � g(1) = (. . . , gτ , . . . ) ∈ G(1),
g(2) = (0, . . . , 0, gj , 0, . . . ) ∈ G(2). �
� �
� H(g(2)) ≥ H(g(1)), �� ������-
��� ϕ ∈ Hom(G(1), G(2)) �
���, "�� ϕ(g(1)) = g(2). ���	
 �
�	���� ��-
��������� ψ ∈ Hom(G(1), Bj) �
���, "�� ψ(g(1)) = gj, �	� Bj – ����-
����� ����� ������ ��
�
���� ������ Gj, ψ = ππjϕ; πj : G(2) −→ Gj ,
π : Gj −→ Bj – ��������. �
� �
� Bj – ��������� ���
� �����
, �� ��-
�������, �
� ���	��� �� [45, ���	��!���� 1], �
��� �
���
� ��� "����

k, "�� ψ(
∞∏

τ=k

Gτ ) – ���
��"���
� �����
. #��	��
�� ������ G(1)  �	�:

G(1) = G1 ⊕ . . .⊕ Gk−1 ⊕
∞∏

τ=k

Gτ , ���	
 ������� g(1) �
��)���� ���	�����

���
���: g(1) = g1+. . .+gk−1+g, �	� gt ∈ Gt (t = 1, k − 1), Gt ∈ {Gτ}τ=1,∞

� g ∈
∞∏

τ=k

Gτ . ���	
 ������� gj = ψ(g(1)) = ψ(g1 + . . . + gk−1) + ψ(g) =

gj1 + gj2, �	� gj1 = ψ(g1 + . . .+ gk−1) � gj2 = ψ(g). �
� �
� gj2 ∈ ψ(
∞∏

τ=k

Gτ ),

�� o(gj2) < ∞. .� ����, "�� H(gj2) ≥ H(g) � o(gj2) < ∞ ���	��� ������-
�
��� ����"��� ������� ����	��
� {gτl

}τl=k,∞; l=1, m �������
 g �
���,
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"�� inf�{H(gτl
)}τl=k,∞; l=1, m ≤ H(gj2). ���	


H(gj) ≥ inf
�

{H(gj1), H(gj2)}
≥ inf{inf

�

{H(gt)}t=1, k−1, inf
�

{H(gτl
)}τl=k,∞; l=1, m}

= inf
�

{H(gj1), . . . , H(gk−1), H(gτ1), . . . , H(gτm)}.

0��"
�, ���	
 j ∈ J 	��
��
���� 
�
����"��.

&������	������ �� ���� ������� ����"�� ���	����� ���	����.

�������
� 3.2. ������ G =
∏
i∈I

Gi, ��	 Gi (i ∈ I) – ���	�� ����	

������, ����	 
�����
���� 
��� � 
��� 
���, ���� ��� ���
	-
�� {Gi}i∈I �������
�� ������ 1) – 3) ��	�����	� 
	�	��.

�������
� 3.3. #��� �� ��� ������ Gi (i ∈ I) ����	
���	
 �
�
�� ���� �� ��	������ ������:
1) Gi – �	�����	����� ������;
2) Gi – ��	
��� ������;
3) Gi – ����� ������;
4) Gi – �	�����	���� ������,

 ������ G =

∏
i∈I

Gi ����	 
�����
���� 
��� � 
��� 
���, ����

�������
�� ������ 1) – 3) 
	�	�� 3.1.

�������
� 3.4. ������ G =
∏
i∈I

Gi, ��	 Gi (i ∈ I) – �	�����	���	

������, ����	 
�����
���� 
��� � 
��� 
���, ���� ������-
�
�� ������ 1), 2) 
	�	�� 3.1.

�
��� �� ���
!��, "�� �������� ����� ��
���������� �������

������	���� �����	�"����� ����� ��!�� �������� . ���
!�� ���	
-
����� �� ���	����� �
��"�� �����.

$���� 3.5. ���
	�� �	�����	���� ����� {Gi}i∈I ����	
���	


������ ��
���
� ��� ���
��� ��
��� 
��� � 
��� 
���,
���� ��� �� �� ���
� ����� p ���
	�� {Gip}i∈I (��	 Gip – p -
��������	 ����	�
� ������ Gi) ����	
���	
 ������ ��
�-
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��
�.

"�#�	��������. &�����	����� �������	������ ���	��� �� ����-
	������ ������������ �������. ���
!�� 	���
��"���� . /
��������

������� ��� ������ Gj ∈ {Gi}i∈I � ������� ��� ������� gj ∈ Gj

�
���, "�� H(gj) ≥ inf�{H(gik)}ik∈I, k=1, n, ���"�� gil �= git, ���� il �= it.

#��� H(gj) � H(gik) 	�� ������ k = 1, n. #��	��
�� �������� gj �

{gik}k=1, n  �	� ����� ��������, ����	�� ������� ��� ������� �
�-
��"��� ������� "����:

gj = gj1 + . . .+ gjr � gik = g
(1)
ik

+ . . .+ g
(m)
ik

(k = 1, n).

���	


H(gjα) ≥ H(gj) ≥ inf �{H(gik)}ik∈I, k=1, n = inf �{H(g
(β)
ik

)}ik∈I, k=1, n, β=1, m

	�� ������ α = 1, r. /
�������� �������� gjα (α = 1, r) �
���, "��

H(gjα) � H(g
(β)
ik

) 	�� ����� β = 1, m � k = 1, n (���� �
��� ������-
�� ���, �� ������ ������������ ����
� �� ����������). ���	
 	��

�
!	��� �
���� �������
 gjα �
�	���� ��������

{a(α)
τ }τ=1, t ⊆ {g(β)

ik
}ik∈I, k=1, n, β=1, m ,

����	�� ������� ������� ��������� �
���� !� �������� "���
, "�� �

����	�� �������
 gjα, ���"�� H(gjα) ≥ inf�{H(a
(α)
τ )}τ=1, t. �
� �
� 	��

�
!	��� �������� "���
 p ������
 {Gip}i∈I �	��������� ������ ��-

����������, �� ��������� �������� b
(α)
j1
, . . . , b

(α)
jγ

�
���, "�� b
(α)
j1

+ . . .+

b
(α)
jγ

= gjα, ���"�� 	�� �
!	��� �������
 b
(α)
jδ

(δ = 1, γ) �
�	���� ���-

���� a
(α)
τ (τ = 1, t) �
���, "�� H(b

(α)
jδ

) ≥ H(a
(α)
τ ). ���	
 H(b

(α)
jδ

) ≥ H(gik)

	�� ���������� k = 1, n, ������ �� a
(α)
τ ) ������� �	��� ��
�
���� 

�
���!���� �������
 gik . �
���, �
����� �������� gjα �� �
���!�����

b
(α)
j1

+ . . .+ b
(α)
jγ

, ����"�� ���� �
���!���� �������
 gj, ���"�� 	�� �
!-

	��� �������
 cjσ �� ����� �
���!���� �
�	���� ������� gik (k = 1, n)
�
���, "�� H(cjσ) ≥ H(gik).

.������ ���	��
���� ���	����� ���	��!����.
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������ ��
� 3.6. )���� ���
	�� ����	 
�����
����� �	����-
�	���� ����� ����	
���	
 ������ ��
���
�.

"�#�	�������� ���	��� �� ����� 3.5, [10, ���	��!���� 1] � �����-
�� 1.3.

.� ���	��!���� 3.6, ���	���� 3.4 � ������� 1.3 ����
��

�������
� 3.7. ��	�����	 ������ ��� �	�����	���� �����
Gi (i ∈ I) �������	�
��:
1)

∏
i∈I

Gi – ����	 
�����
����� ������;

2) ⊕
i∈I
Gi – ����	 
�����
����� ������;

3) {Gi}i∈I – ����	 
�����
����� ���
	�� �����.

0��	����� ����� �
� ���
��
��, "�� ����  �����	�"����� ������

G �	����� ���
�
��� ��� ������ ��
�
���� A, �� ����� � ����� ��
�-
��������� ��� ������ ��	���� � ������ � ����� ��
����������

	��������� ���� ������� ��
�
����� � A.

������ ��
� 3.8. �	�����	���� ������ G = A ⊕ B, ��	 A – �	-
�����	����� ������, ����	 
�����
���� 
��� � 
��� 
���, ����
������ B ����	 
�����
����.

"�#�	��������. #������ ������� 1.3, ����"�� ������	����� .
0���
��� ���	���� 3.7 	�� 	��
�
��� ��
 	���
��"����� ���
��� ��-
�
�
� , "�� ������
 {A, B} ����� ��
������
 ��� "�� 	�� ������

�������� "���
 p ������
 {Ap, Bp} (�	� Ap, Bp – p -���������� ����� A
� B ������������) ����� ��
������
. 1����� Ap, Bp ����� ��
�-
������, �
� ������ ��
�
���� ����� ��
�������� �����. #����-
�� ���
!��, "�� 	�� ����� �������� a ∈ Ap � b ∈ Bp �
���, "��

Hp(a) ≤ Hp(b) (Hp(b) ≤ Hp(a)) ���	��� �������
��� ϕ ∈ Hom(A, B)
(ψ ∈ Hom(B, A)) �
����, "�� ϕ(a) = b (ψ(b) = a). #��� ��	�����
 < b >
�� ��	��!�� �������� �������"��� p -�����  Bp. ���	
 ������� b ��!-
�� ��!��  ����"��� ������ ��
�
���� B′

p ������ Bp [46, ���	����
27.9]. �
� �
� B′

p – ���
�
��� �
� �����
, �� Ap ⊕B′
p �
�!� ���
�
��� -

�
, 
, ��
"��, ����� ��
������
. ���	
, �
� ����
�� �� ���	����

3.7, ��������� ϕ ∈ Hom(Ap, B
′
p), �����
!
���� ������� a  b, ����
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Hp(a) ≤ Hp(b). 0 	����� �������, ��	�� �������
� ψ′ ∈ Hom(B′
p, Ap)

�
���, "�� ψ′(b) = a, ���� Hp(b) ≤ Hp(a), �� ���	
 ��	�� �������
� 

� ψ ∈ Hom(Bp, Ap) �
���, "�� ψ(b) = a, �	� ψ = ψ′π � π : Bp −→ B′
p –

��������. #��� ��	�����
 < b > ��	��!�� �������� �������"��� �-
����, ���	
 Hp(a) < Hp(b) – �	��������� ����!��� ��
����� (�����
�������� ������� ������������  Ap � Bp). #��� δn – �
���� )�� ���-
����"��� ����	���� "����  Hp(b) = (δ0, . . . , δk,∞, . . . ). #��� o(a) = pt

� hp(p
t−1a) = s. 4��� n = 0, �� �� �����
��"������� ������ Bp ��	��

���	�
� �������
���  ��� �����"����� ������ ��
�
���� ���� 

���	�� ��� )��� ����	�
. #��� Fp – �
��� ��
�
���� ����	�
 �� ��� -
)��� "�� pt+s, �� ��� ���� |Fp| = pt+s+r, �	� r ≥ 0 � f – ���
������

������ Fp. ���	
 Hp(a) ≤ Hp(p
s+rf) �, �
� ���	��� �� ���	�	����� ���-

"
�, ��������� ϕ ∈ Hom(Ap, Bp), �����
!
���� ������� a  ps+rf .
�
� �
� Bp – ����� ��
������
� �����
 � o(ps+rf) ≥ o(b), �� �
�	����

ψ ∈ E (Bp) �
���, "�� ψ(ps+rf) = b. ���	
 ψϕ ∈ Hom(Ap, Bp) �����
���

������� a  ������� b. #��� n �= 0, ���	
 	�� ��� ����	���� "����

δi (0 ≤ i < n), ����� ������� ��� ��
"��, δi-�� ��
��
��� �� �
-
�
��
������ ��	�� ����"�� �� ���� [47, ����
 65.3]. 0��	�
��� ��,
���
��
��
� �����	�
��� ���� (δ0, . . . , δn−1,∞, . . . ) ��	�� ��	��
��-
��� ���������� �������
 b′p ∈ Bp. �
� �
� �����
 < b′p > �� ��	��!��

�������� �������"��� �����, �� ������� b′p ��!�� ��!��  ����"���

������ ��
�
���� B′
p ������ Bp. #��� Bp = B′

p ⊕ B′′
p . �
� �
� B′′

p – ��-
���
��"���
� �����
, �� ��
 ��	��!�� �����"����� ������ ��
�
����

���� ���	�� ��� )�� ����	��. 7�
"��,  B′′
p ��������� �����"�����

������ ��
�
���� Cp ����	�
 �� ��� )��� "�� pt+s, �� ��� |Cp| = pt+s+r

(r ≥ 0) � c ∈ Cp – �� ���
������. ���	
 Hp(a) < Hp(b
′ + ps+rc) < Hp(b).

�
� �
� Ap⊕B′
p⊕Cp ������� ���
�
��� ��� ������ ��
�
���� ������

G, ��, �
� ����
�� �� ���	���� 3.7, ��������� ϕ ∈ Hom(Ap, B
′
p ⊕ Cp)

�
���, "�� ϕ(a) = b′ + ps+rc. , �� !� ����, �� ����� ��
����������

������ Bp ���	��� �������
��� ψ ∈ E (Bp) �
����, "�� (ψϕ)(a) = b,
�	� ψϕ ∈ Hom(Ap, Bp).

&�������� ������� ����� ��
�������� (�� ����
��� �� �����	�-
"�����) ����� 	
�� ���	����� ���	����,  ������� ��	 ���
�
��� ���

(���
� �� ����������) �����	�"����� ������� �����
�� �����	�"��-
��� ������, � ������� �
!	
� p -���������
 – ���
�
��� �
� (���
� ��
��������
�) �����
.
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�������
� 3.9. #��� �� ��� �� �	����������� �	�����	����
����� Gi (i ∈ I) ����	
���	
 �
� �� ���� �� ��	������ ������:
1) Gi – �	�����	����� ������;
2) Gi – 

���� ��	�
����� ������,



∏
i∈I

Gi � ⊕
i∈I
Gi – ����	 
�����
����	 ������.

"�#�	��������. 0���
��� ����� 3.5 ��!�� �"��
� , "�� �
!	
�

�����
 Gi (i ∈ I) – p -�����
. #��
!��, "�� ⊕
i∈I
Gi – ����� ��
������
�

�����
. #��� I1 = {i ∈ I |Gi – ���
�
��� �
� �����
}, ���	
 ⊕
i∈I
Gi =

⊕
i∈I1

Gi ⊕ ⊕
i∈I\I1

Gi. 7
�����, "�� ⊕
i∈I1

Gi – ���
�
��� �
� �����
 ( ⊕
i∈I\I1

Gi –

���
� �� ��������
� �����
), �
� ����
� ����
 ���
�
��� ��� (��-
�
� �� ���������� �����) [47, ���.122, ������
 83.5]. #����� �� �
!-
	
� ���
� �� ��������
� p -�����
 ����� ��
������
 [14], �� ⊕

i∈I\I1
Gi

– ����� ��
������
� �����
. ,����� ��
)�� ���	��!����� 3.8, ��-
��"��, "�� �����
 ⊕

i∈I
Gi ����� ��
������
. 0��	���� 3.7 	
�� ����!-

���� ����!	
� , "�� �
∏
i∈I

Gi – ����� ��
������
� �����
.

�������
� 3.10. (��	�����	��� �����
��� ������ ����	 
���-
��
����.

"�#�	�������� ����
�� �� ������� 1.3, ���	���� 3.8 � [46, ���	-
���� 38.2].

§4. ������ ����	
�
����� ������ ���
	�����
� ��������
�����, �
����� ��� 
����� #������ ������������� �����
�
#��������


, 	
���� �
�
��
�� ����"
���� ����� ������� �������� ����� ��
�-
��������� �
���������� ���)
���� �����, ����� ��
����������

������� ������	���� ���
�
��� ��� �����. ,��������� ������ � ��-
���� ����� ��
���������� �
 �
����������� ������� ������	����

s-��������� ����� �����, �
 ���
�
��� ���� ������� ������	����

�����.
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���
!�� ���	����� ������� ����!	����.

$���� 4.1. #��� � �����	 G ���	�
��	
 ��	�	�
 a ������ pn, n ∈
N � ���	��� p -���
� ���"	� ��� ����� m (��	 m – �	
����-

	���	 �	�	 ����), 
 � �	� 	�
� ������	��	 ����	 �����	�	 �-
����� �	 �	��"	�, �	� pn+m.

"�#�	��������. #���  ������ G ��������� ������� a, �	���-
�������� ������ �����. #��� Tp(G) – p -���������
 �����	�"�����

"
��� ������ G. 4��� Tp(G) ������� �����
��"����� �������, �� ��

[46, ���.142] ���	���, "�� ��
 ��	��!�� �����"����� ������ ��
�
����

���� ���	�� ��� )��� ����	�
, �������, ��	�"� ���
��"����� ���
��-
��� ��	������� ������ G, �	�������  ��� ������ ��
�
����. 4���
Tp(G) – ���
��"���
� �����
, �� ���� h∗p(a) = k ≥ m. ���	
, �
� ���	�-
�� �� [41], ������� pn−1a ��!�� ��!��  �����"����� ������ ��
�
����

B ����	�
 pn+k ≥ pn+m.

$���� 4.2. ���
� A – ������ �	� ����	��� �
∏
i∈I

Gi – ����	 
���-

��
����� ������, ��	 Gi (i ∈ I) – �	�����	���	 ������, 
��� ��� ��-
��� ��	�	�
� a ∈ A � g ∈ G 
����, �
 H(a) ≤ H(g) ���	�
��	

ϕ ∈ Hom(A, G), �	�	������ a � g.

"�#�	��������. #��� a ∈ A � g ∈ G �	��������� ������ ���-
�� � g = (. . . , gi, . . . ), �	� gi ∈ Gi. �
� �
� H(a) < H(gi) 	�� ������

i ∈ I, �� �
� 	���
��"�� ���
�
� , "�� 	�� ������� ��� ����	��
��

gi, (i ∈ I) ��������� ϕi ∈ Hom(A, Gi) �
���, "�� ϕi(a) = gi. ���	
, �
�
���	��� �� [46, ������
 8.2], ��	�� �������
� ϕ ∈ Hom(A, G) �
���,
"�� ϕ(a) = g. /
�������� ������� ��� ����	��
�� gi ∈ Gi � �����
"��

�� "���� b, 
 ������ Gi "���� B. 7
��������� ���!���� ������� "����

p1, . . . , pk, 	�� ������� h∗pi
(b) �= ∞ � ���� hpi

(a) = ni (i = 1, k). �
� �
�

������� b ��!�� ���	��
��  �	� b = b1 + . . . + bk, �	� Bi (i = 1, k)
– pi-���������� ������ B � bi ∈ Bi, �� 	�� ������ �������
 bi, � ��-
������ o(bi) = pmi

i � h∗pi
(bi) ≥ ni, �
�	���� �����"����� ������ ��
�
-

���� Ci �
���, "�� |Ci| ≥ pmi+ni
i (����
 4.1). #��� ci – �	�� �� ���
-

������ ������ Ci (i = 1, k), ���	
 H(a) < H(pni
i ci) ≤ H(bi), 
 ��
"��,

H(a) < H(pn1
1 c1 + . . . + pnk

k ck) ≤ H(b). �
� �
�  ������ < a >∗ �
���-
)��� ��
����� pni

i x = a (i = 1, k), �� ���� xi (i = 1, k) – ��)����
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���� ��
����� �, ���	�
��� ��, hpi
(xi) = 0. #������� ������������

ψi :< a >∗−→ Ci (i = 1, k) �
���, "�� ψi(xi) = ci. �
� �
� < a >∗ – �����


�
��
 1, �� 	�� ������� ���� d ∈< a >∗ ��������� ����� "���
 m � n
�
���, "�� mxi = nd � (m, n) = 1. �"���
�, "�� xi  ������ < a >∗ ���-
�� ������ ����� �� �������� "���� pi, ����"�� (n, pi) = 1. #��
�
��
����� ψi(d) = m

n
ci. *���� ������� , "�� �����
!���� ψi (i = 1, k) ���-

���� �������������. 7
����� �
�!�, "�� ����������� ψ = ψ1 + . . .+ψk

�����
��� ������� a  ������� pn1
1 c1 + . . . + pnk

k ck. �
� �
� C =
k⊕

i=1
Ci

– 
�����
�"���� ����
���
� �����
 �, ���	�
��� ��, ���
���� ��-��-
���
�, �� �
�	���� ����������� α ∈ Hom(A, C) �
���, "�� αi = ψ, �	�
i :< a >∗−→ A – ��!����, ���"�� α(a) = pn1

1 c1 + . . . + pnk
k ck. �
� �
�

H(pn1
1 c1 + . . .+ pnk

k ck) ≤ H(b) � B – ����� ��
������
� �����
, �� �
�-
	���� η ∈ E (B) �
���, "�� η(pn1

1 c1 + . . .+ pnk
k ck) = b. ���	
 �����������

ηα ∈ Hom(A, B) ��	�� �����	�� ������� a  ������� b.

������ ��
� 4.3. ���
� ���
	�� {Gi}i∈I ����	
���	
 ������

��	���
� ��� ���
��� ��
���. #��� ��� ���
� ����� p ���	�
-
��	
 ��	�	�
 gj ∈ Gj (j ∈ I) 
���, �
 o(gj) = ∞ � h∗p(p

kgj) �= ∞ ���

���� k ∈ N, 
 Tp(
∏
i∈I

Gi) =
∏
i∈I

Tp(Gi).

"�#�	��������. *���� ���
��
����, "��

Tp(
∏
i∈I

Gi) = Tp(
∏
i∈I

Tp(Gi)) (∗)

	�� ������ �������� "���
 p. #��� ���������� ������ ���	��!����,
�� ��� ��������� ������� gj ∈ Gj (j ∈ I) �
���, "�� o(gj) = ∞ �

h∗p(p
kgj) �= ∞ 	�� ������ k ∈ N � ���������� �������� "���
 p. .� �
-

����
 (∗) ���	���, "�� Tp(
∏
i∈I

Gi) ⊆ ∏
i∈I

Tp(Gi). ���
��� ���
�
� , "��
∏
i∈I

Tp(Gi) – �����	�"���
� �����
. �������� ��������, �� ��� ���� 

��������� ������� a ∈ ∏
i∈I

Tp(Gi), ������� �������"��� ����	��. ���-

	
 �
�	���� �
��� ����	��
�� aα �������
 a �
���, "��

H(a) = inf �{H(aα)}α∈J ,J⊆I, |J |=ℵ0 .

�
� ���	��� �� ����� 4.1, 	�� ����� ����	��
�� aα (α ∈ J) ������-
�
 a �
���, "�� o(aα) = pk(α) �
�	���� �����"����� ������ ��
�
����
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Bα ⊆ Tp(Gα), � �������� |Bα| ≥ pk(α). #��� bα – �	�� �� ���
���-
��� ������ Bα (α ∈ J), ���	
 inf{Hp(bα)}α∈J = (0, 1, 2, . . . ). �
� �
�

H(gj) ≥ inf�{H(pgj), H(bα)}α∈J , �� �� ����, "�� ������
 {Gi}i∈I �	���-
������ ������ ����"����� ���	��� �������
��� ����"��� ��	�����-
�� {cτ}τ=1, n ⊂ {pgj, bα}α∈J �
���, "�� H(gj) ≥ inf�{H(cτ )}τ=1, n. 4���
pgj �∈ {cτ}τ=1, n, �� ���	�	���� ���
����� ������!��. ��������� -
��,  ������

∏
i∈I

Tp(Gi) ��������� ������� b′ �
���, "�� �� ��� ��������

����	��
�� ������� �������
�� cτ (τ = 1, n). �
� �
� ������� b′ �����
����"��� ����	�� � H(b′) = inf �{H(cτ )}τ=1, n , ��

H(gj) � inf �{H(cτ )}τ=1, n .

#��� pgj ∈ {cτ}τ=1, n � pgj = cn. �
� �
� �� �������� cτ (τ = 1, n− 1)
����� ����"��� ����	��, �� ��������� m ∈ N �
���, "��
pm = max{o(cτ )}τ=1, n−1 . ���	
 Hp(p

lgj) < inf{Hp(p
lcτ )}τ=1, n = Hp(p

l+1gj)
	�� ������ l ≥ m. 0��	�
��� ��, H(gj) � inf�{H(cτ )}τ=1, n .

�������
� 4.4. ���
� ���
	�� {Gi}i∈I ����	
���	
 ������ �-
�	���
� ��� ���
��� ��
���. #��� ��� �	�
�� j ∈ I ���	�
-
��	
 Aj – ����	 �����	�	 �	� ����	��� ������ Gj, 
 ��� ����
p ∈ π(Aj) ��	��	
, �
 Tp(

∏
i∈I

Gi) =
∏
i∈I

Tp(Gi).

$���� 4.5. ���
� ���
	�� {Gα}α∈� ����	
���	
 ������ ��	�-
��
� � A = I ∪ J , ����	� �������
�� ��	�����	 ������:
1) Gα = Aα ⊕Bα, 	��� α ∈ I ∩ J ;
2) Gα = Aα, 	��� α ∈ A \ J ;
3) Gα = Bα, 	��� α ∈ A \ I,
��	 0 �= Aα – ������ �	� ����	���, 0 �= Bα = T (Gα) ��� ���� α ∈ A.
#���

∏
j∈J

Bj – ����	 
�����
����� ������, 
 ���
	�� {∏
i∈I

Ai,
∏
j∈J

Bj}
����	
���	
 ������ ��
���
�.

"�#�	��������. #��� A =
∏
i∈I

Ai � B =
∏
j∈J

Bj . /
�������� �����

���"
�. #��� a, c ∈ A, b ∈ B � H(a) ≥ inf�{H(c), H(b)}. ���	
, �
�

����
�� �� ���	���� 4.4, 	�� �
!	��� �������� "���
 p �
����, "��

pA �= A ���	��� �������
��� n ∈ N �
����, "�� pnb = 0. 0��	�
��� -
��, Hp(p

na) ≥ inf{Hp(p
nc), Hp(p

nb)} = Hp(p
nc), ����	
 H(a) ≥ H(c). /
�-
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������� ����� ���"
�. #��� a ∈ A, b, c ∈ B � H(b) ≥ inf�{H(a), H(c)},
���"�� H(b) � H(a) � H(b) � H(c).

#��� 1) o(b) <∞, o(c) <∞ � b = bp1+. . .+bpk
, �	� bpτ ∈ Bpτ �Bpτ (τ =

1, k) – p -���������� �����	�"����� "
��� ������ B. /
�������� ��

�
��� �������� bq ∈ Bq, "�� q ∈ {pτ}τ=1, k � H(bq) � H(a), H(bq) �
H(c). �
� �
� H(bq) ≥ inf�{H(a), H(c)} � H(bq) � H(a), H(bq) � H(c),
�� 1’) Hq(bq) ≷ Hq(a) � 2’) Hq(a) ≷ Hq(c). #��
!��, "�� ����������

1’). ��������� ��, �
� �
� o(a) = ∞, o(bq) < ∞ � H(bq) � H(a), ��

Hq(bq) ≷ Hq(a). #��
!��, "�� ���
�	��� ������ 2’). �
� �
� o(a) =
∞, o(c) <∞, hq(a) �= ∞ � hq(c) �= ∞, �� ����!�� ��� �� 	
 
��
��
:
Hq(a) < Hq(c) ��� Hq(a) ≷ Hq(c). ��������, "�� Hq(a) < Hq(c), ���	

inf{Hq(a), Hq(c)} = Hq(a) ≤ Hq(bq), "�� ��������"�� 1’). #��� 

Hq(bq) = (δ
(q)
0 , . . . , δ

(q)
m(q), ∞, . . . ), (∗∗)

Hq(a) = (n
(q)
0 , n

(q)
1 , . . . ), Hq(c) = (σ

(q)
0 , . . . , σ

(q)
ν(q), ∞, . . . ) 	�� �
!	��� q.

�
� �
� H(bq) ≥ inf�{H(a), H(c)} � Hq(bq) ≷ Hq(a); Hq(a) ≷ Hq(c), ��

hq(a) > h∗q(bq) ≥ h∗q(c) (�� ��� n
(q)
0 > δ

(q)
0 ≥ σ

(q)
0 ). �
� �
� Hq(bq) ≷ Hq(a),

�� ��������� �
���� )�� ����� �������
��� ��� "���� r(q) �
���, "��

n
(q)
r(q) > δ

(q)
r(q) ≥ σ

(q)
r(q), �� �!� δ

(q)
r(q)+1 ≥ n

(q)
r(q)+1, ���"�� δ

(q)
r(q)+1 �= ∞ (���� ���	-

����!�� , "�� δ
(q)
r(q)+1 = ∞, �� H(bq) ≥ H(c), "�� ������!��). #��
!��,

"�� ��!	� δ
(q)
r(q) � δ

(q)
r(q)+1 ��� ��
"��. ��������� ��, �
� �
� δ

(q)
r(q) < n

(q)
r(q),

�� δ
(q)
r(q) + 1 < n

(q)
r(q) + 1 = n

(q)
r(q)+1 ≤ δ

(q)
r(q)+1. �
� �
�  ��	��
���� Hq(bq)

�
!	�� δ
(q)
γ -�� ��
��
�� �� �
-�
��
������ ������ Bq ����"�� ��

����, ���� ��!	� δ
(q)
γ � δ

(q)
γ+1 ��� ��
"��, ��, �
� ����
�� �� [47, ����


65.3], �����	�
��� ���� (∗∗) ��	�� ��	��
����� ���������� �������


dq ∈ Bq. 0 	����� �������, �
� �
� ������� qm(q)bq ����� ����	�� q � �-

���� ��� )�� ��� �
��� n
(q)
m(q), �� �� ����� 4.1 ���	��� �������
���

 ������ Bq �����"������ ������� ��
�
����� Fq ����	�
 �� ��� )���

"�� q
n

(q)
m(q)

+1
. �
� �
� n

(q)
m(q) = n

(q)
0 +m(q), �� q

n
(q)
m(q)

+1
= qn

(q)
0 +m(q)+1. #��� 

fq – �	�� �� ���
������ ������ Fq. ���	
 ������� qn
(q)
0 fq ��	�� ���� 

��	��
��� Hq(q
n

(q)
0 fq) = (n

(q)
0 , . . . , n

(q)
λ , ∞, . . . ), �	� λ ≥ m(q).

.�
� �� ����"���, "�� Hq(dq) > Hq(c) � Hq(q
n

(q)
0 fq) > Hq(a), ����	


H(dq) > H(c) � H(qn
(q)
0 fq) > H(a). 0 	����� �������, �
� �
� hq(q

αdq) <

hq(q
α+n

(q)
0 fq) 	�� ������ 0 ≤ α ≤ r(q), 
 hq(q

αdq) > hq(q
α+n

(q)
0 fq) 	�� ���
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α > r(q), �� Hq(dq + qn
(q)
0 fq) = inf{Hq(dq), Hq(q

n
(q)
0 fq)}, ���"�� H(dq +

qn
(q)
0 fq) ≤ H(bq), �
� �	�� �� ���������� �������
 dq + qn

(q)
0 fq. �
� �
�

Bq – ����� ��
������
� �����
, �� ��������� ϕq ∈ E (Bq) �
���, "��

ϕq(dq) + ϕq(q
n

(q)
0 fq) = bq, ����	
 H(ϕq(dq)) > H(c), H(ϕq(q

n
(q)
0 fq)) > H(a).

�
���, �
�����  �
����� b = bp1 +. . .+bpk
�� �������� bq �� �������

H(bq) � H(a) � H(bq) � H(c) �� �
���!������, ����	������ �)�,
����"��, "�� b = b′1 + . . . + b′n, �	� n ≥ k. �
��� ���
���, 	�� ������

β = 1, n �
�	���� ������� v ∈ {a, c} �
���, "�� H(b′β) ≥ H(v).
2) #��� o(b) < ∞, o(c) = ∞ � {cj}j∈J , {ai}i∈I – ����	��
�� ������-

�� c � a ������������. �
� �
� H(b) ≥ inf�{H(a), H(c)}, �� H(b) ≥
inf�{H(ai), H(cj)}i∈I, j∈J . .� ����, "�� o(b) < ∞, ���	��� �������
���

����"���� "���
 �������� {cjk
, ail}k=1, r, l=1, t �
���, "��

H(b) ≥ inf �{H(ail), H(cjk
)}k=1, r, l=1, t,

�	� {cjk
, ail}k=1, r, l=1, t ⊂ {cj}j∈J ∪ {ai}i∈I . #��"�� ���!����

{cjk
, ail}k=1, r, l=1, t �� ��!�� ������� ��� �� �� �������� cjk

(k = 1, r)

��� ��� �� �� �������� ail (l = 1, t). ��������� ��, ���� ail = 0 	��

������ l = 1, t, �� H(b) ≥ inf�{H(cjk
)}k=1, r ≥ inf�{H(cj)}j∈J = H(c),

"�� ������!��, �
� �
� �� ������ H(b) � H(c). '�
����"�� ���-
������� ������, ��� ������� cjk

= 0 	�� ������ k = 1, r. #��� 

ρjk
: Bjk

−→ B (k = 1, r) � ρil : Ail −→ A (l = 1, t) – ��!����, ���	

H(b) ≥ inf�{H(ρj1(cj1)+ . . .+ρjk

(cjk
)), H(ρi1(ai1)+ . . .+ρit(ait))}. �
� �
�

������� ρj1(cj1)+ . . .+ρjk
(cjk

) ����� ����"��� ����	��, ��, �
� ����
��

�� ���"
� 1), ��������� ����"��� "���� �������� b1, . . . , bm ∈ B �
���,
"�� b = b1+ . . .+ bm, ���"�� 	�� �
!	��� �������
 bβ (β = 1, m), 	��!��

������� �� ���� �� �	�� �� 	�� ���
����: H(bβ) ≥ H(ρj1(cj1) + . . .+
ρjk

(cjk
)) ��� H(bj) > H(ρi1(ai1)+. . .+ρit(ait)). ���	
 	�� �
!	��� β = 1, m

	��!�� ������� �� ���� �� �	�� �� 	�� ���
���� H(bβ) ≥ H(c) ���

H(bβ) > H(a).
3) #��� o(b) = ∞, o(c) = ∞, ���	
 ���	� ����	��
� {bj}j∈J �������


b ������ ��� �� �
���, 	�� ������� H(bj) � H(c) (�
��� ���������,
 �������� ���"
� H(b) ≥ H(c), "�� ��������"��� �� ���	����!����

H(b) � H(c)). �
� �
� o(bj) < ∞ 	�� ������ j ∈ J , ��, �
� ���	���

�� ���"
� 1) � 2), ��������� �������� {b(j)k }k=1, r, b
(j)
k ∈ B �
���,

"�� ρj(bj) = b
(j)
1 + . . . + b

(j)
r , �	� ρj : Bj −→ B – ��!����, ���"��

	�� ������ k = 1, r 	��!�� ������� �� ���� �� �	�� �� 	�� ���
-
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����: H(b
(j)
k ) > H(c) ��� H(b

(j)
k ) > H(a). #��� πj : B −→ Bj – ���-

�����, ���	
 bj = πj(b
(j)
1 ) + . . . + πj(b

(j)
r ), ���"�� H(πj(b

(j)
k )) > H(c) ���

H(πj(b
(j)
k )) > H(a) 	�� ������ k = 1, r. ���	
 �
!	�� ������� bj ��!��

���	��
��  �	�: bj = bj1+bj2 , �	� bj1 �
�� ����� �������� πj(b
(j)
k ) �
-

���, "�� H(πj(b
(j)
k )) > H(c), 
 bj2 – ����� �������� πj(b

(j)
k ), 	�� �������

H(πj(b
(j)
k )) ≯ H(c). ����	
 ����"
��, "�� H(bj1) > H(c), a H(bj2) > H(a).

���	
 b = (. . . , bj1 + bj2, . . . ), ���"�� 	�� ��������� bj �= 0 ��!�� ����-
��� ��, "�� bj1 = 0 ��� bj2 = 0. 0��	�
��� ��, ������� b ��!�� �
���
� 

 �	� b = b1 + b2, �	� b1 = (. . . , bj1 , . . . ), 
 b2 = (. . . , bj2, . . . ). .� "��� ��-
��"
��, "�� H(b1) ≥ H(c), a H(b2) > H(a).

!������ 4.6. ���
� ���
	�� {Gα}α∈� ����	
���	
 ������ �-
�	���
� � A = I ∪ J , ����	� �������
�� ��	�����	 ������:
1) Gα = Aα ⊕Bα, 	��� α ∈ I ∩ J ;
2) Gα = Aα, 	��� α ∈ A \ J ;
3) Gα = Bα, 	��� α ∈ A \ I,
��	 0 �= Aα – ������ �	� ����	���, 0 �= Bα = T (Gα) ��� ���� α ∈ A.
������ G =

∏
α∈�

Gα ����	 
�����
���� 
��� � 
��� 
���, ����

������
∏
i∈I

Ai �
∏
j∈J

Bj ����	 
�����
����.

"�#�	��������. #��� A =
∏
i∈I

Ai � B =
∏
j∈J

Bj, ���	
, �
� ���	��� ��

������� 1.3, ��� ������ ����� ��
�������. ���
���. #��
!��, "��
������
 ����� {A, B} ����� ��
������
. �
� �
� ������
 {Gα}α∈�
�	��������� ������ ����"�����, ��, �
� ����
�� �� ���	���� 4.4,
Tp(B) =

∏
j∈J

Bjp 	�� ������ �������� "���
 p ∈ π(A), �	� Bjp (j ∈ J) –

p -���������
 ������ Bj. ���	
 	�� �
!	��� �������� "���
 p ∈ π(A)
���	���, "��Hp(b) � Hp(a), ����	
 H(b) � H(a), �� ��� ����!�� ��� ��

�
��� ���
�����: H(b) > H(a). #� ����� 4.2 ��������� ϕ ∈ Hom(A, B)
�
���, "�� ϕ(a) = b. ������ ������������ ������� {A, B} ���	��� ��

����� 4.5.

&������	������ �� ���� ������� 	�� ��
��
 �
���������� �����

����"
�� �
��� ����� �
�.

�������
� 4.7. ���
� ���
	�� {Gα}α∈� ����	���	��� ����� ���-
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�	
���	
 ������ ��	���
�. ������ G =
∏

α∈�
Gα ����	 
�����-


���� 
��� � 
��� 
���, ���� ������
∏

α∈�
T (Gα) �

∏
α∈�

(Gα / T (Gα))

����	 
�����
����.

�������
� 4.8. $���	���	��� ������ ����	 
�����
���� 
���
� 
��� 
���, ���� 		 �	�����	���� ���
� � ���
� �	� ����	���
����	 
�����
����.

&�������� ��
��� ����� ��
�������� �
���������� ����� �	�-
������  ���	����� ���	����.

�������
� 4.9. ���
� G = A⊕ B, ��	 B = T (G). #��� ������ A �
B ����	
����
 �
� �� ���� �� ��	������ ������:
1) A – �	�����	����� ������ 
����, �
 ��� ����� �	����%��� ���-
��� �����	��� C � K ����� 1 ������ A ��	��	
, �
 π(C)∩ π(K) = ∅;
2) A – ���	�����	��� �����
��� ������;
3) B – �	�����	����� ������;
4) B – 

���� ��	�
����� ������;
5) B – ������ ����� �	�����	���� � 

���� ��	�
���� �����, 

G – ����	 
�����
����� ������.

"�#�	��������. ,����� ��
��������� ����� �� 1), 2) � 5) ���-
�
�� ������������ �� ������� 2.4, ���	���� 3.9 � ���	���� 3.8; �����
��
��������� ����� �� 3) � 4) ����"
�� �� [47].

&
������, "�� ��	������ H ������ G �
��
�� �������	�  G
[25], ���� T (G/H) = 0.

�����
"�� "���� B ��
�� ��� ��	�����
���� �����,  ������� �
!-
	
� ������
��
� ��	�����
 �	������� ������ ��
�
����.

�������
� 4.10. ������ G ∈ B ����	 
�����
���� 
��� � 
��-
�, 
��� ���� T (G) ����	 
�����
����.

"�#�	��������. .� [25] � [26] ���	���, "�� G = T (G) ⊕ F , �	� F –
����
� ����
 ����"���� "���
 ���������� ��!	� ����� ����� ��� ���-
"���� �
��
 1; ���
���� �������� ���	���� 4.8 � ������� 2.4.
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0��	����� ���	���� ��	�� ��������� � ��"�� ������ ������� ��
�-
�� ����� ��
�������� �����.

�����
"�� "���� C ��
�� ��� ��	�����
���� �����,  ������� �
!-
	
� �������
� (���
���
�) ��	�����
 �	������� ������ ��
�
����.

�������
� 4.11. *���� C ��
�
 �� ����	 
�����
����� �����.

"�#�	��������. �
� ���	��� �� [2, ������
 2] ������� �
� �����


G ∈ C ����� �	: G = T (G)⊕F , �	� �
!	
� p -���������
 T (G) ���
��-
"��
, 
 �����
 F – ����
� ����
 ����"���� "���
, ���������� ��!	�

����� ����� �
��
 1. #������� ���	���� 4.9, ����"�� ����� ��
���-
������ ������ G.

&
������, "�� ��	������ B �
��
�� ��������������  ������ A
[27], ���� �
!	�� ���!��� ��
�� a + B ��	��!�� ������� x �
���, "��
HA(x) = HA/B(a+B) � o(x) = o(a+B).

�����
"�� "���� S ��
�� ��� ��	�����
���� �����,  ������� �
!-
	
� ���
���
� ��	�����
 ������� ��
�
�����
����.

�������
� 4.12. *���� S ��
�
 �� ����	 
�����
����� �����.

"�#�	��������. �
� �
� �
!	
� �����
 �� ��
��
 S, �
� ���	���

�� [27, ���	��!���� 4.8], ����� �	: G = A ⊕ B, �	� B – �����	�"��-
�
� �����
,  ������� �
!	
� p -���������
 ���
��"��
, � A – �	����	-
�
� ����� �
���!��
� �����
 ��� ���"���� ����"���� �
��
, �� �����

��
��������� ������ G ��	�� ���	�
� �� ���	���� 4.9.

!������ 4.13. ���
� {Gα}α∈� – ���
	�� s-���	�� ����� �����
� A = I ∪ J , ����	� �������
�� ��	�����	 ������:
1) Gα = Aα ⊕Bα, 	��� α ∈ I ∩ J ;
2) Gα = Aα, 	��� α ∈ A \ J ;
3) Gα = Bα, 	��� α ∈ A \ I,
��	 0 �= Aα – ������ �	� ����	���, 0 �= Bα = T (Gα) ��� ���� α ∈ A.
������

∏
α∈�

Gα ����	 
�����
���� 
��� � 
��� 
���, ���� ��-
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�����
�� ��	�����	 ������:
1)

∏
α∈I

Gα – ����	 
�����
����� ������;

2) {Gα}α∈J – ����	 
�����
����� ���
	��;
3) 	��� p ∈ π(

∏
α∈I

Gα), 
 Tp(
∏
α∈J

Gα) =
∏
α∈J

Tp(Gα).

"�#�	��������. .� ������ ������� ����"
��, "�� G =
∏

α∈�
Gα =

∏
α∈I

Gα⊕
∏
α∈J

Gα. .� ����� ��
���������� ������ G ���	��� ����� ��
�-

�������� �����
∏
α∈I

Gα �
∏
α∈J

Gα (������
 1.3). .� ���	��!���� 1.4 �-

���
��, "�� ������
 {Gα}α∈J ����� ��
������
. #����� �� {Gα}α∈� –
������
 s-��������� ����� ����� � G – ����� ��
������
� �����
, ��,
�
� ���	��� �� ������� 3.1, ������
 {Gα}α∈� �	��������� ������ ��-
��"�����. #� ���	���� 4.4 ���������� ������ 3). ���
���. .� ���	��-
�� 3.7 ����
��, "�� �����


∏
α∈J

Gα ����� ��
������
. #��
!��, "��

������
 {Gα}α∈� �	��������� ������ ����"�����. /
�������� ���-
���� ��� ������ ��� ���"���� Ai ∈ {Gα}α∈� � ������� ��� �������

ai ∈ Ai �
���, "�� H(ai) ≥ inf�{H(gα)}α∈�′ , �	� A′ ⊆ A � |A′| = ℵ0.
/
�������� �� �
��� ������� "���
 p, "�� hp(ai) �= ∞  ������ Ai, ���-
	
 Tp(

∏
α∈J

Gα) =
∏
α∈J

Tp(Gα) � 	�� �
!	��� �
���� �������� "���
 p ��	��

�������
� m(p) ∈ N �
���, "�� hp(p
m(p)ai) ≥ hp(p

m(p)g
(p)
α ) 	�� ����-

������ �������
 �������"���� ����	�
 g
(p)
α ∈ {gα}α∈�′ . ���	
 Hp(ai) ≥

Hp(g
(p)
α ) 	�� ��� �
��� p � ��� �
��� �������� g

(p)
α . ����	
 ���	���,

"�� H(ai) ≥ inf�{H(g
(p)
α )}α∈�′∩I . �
� �
� ������
 {Gα}α∈I ������� �� s-

��������� ����� ����� � �
� �
�
∏
α∈I

Gα – ����� ��
������
� �����
, ��

������
 {Gα}α∈I �� ������� 3.1 �	��������� ������ ����"�����. ���-
	
 �� ��	������
 {Gα}α∈�′∩I �
�!� �	��������� ������ ����"�����.

0��	�
��� ��, ���	� �������� {g(p)
α )}α∈�′∩I �
�	���� ����"�
� ��	���-

���
 �������� {g(p)
αr }r=1, n , �
�
�, "�� H(ai) ≥ inf�{H(g

(p)
αr )}r=1, n. �
���

���
��� ���
�
��, "�� ������
 {Gα}α∈� �	��������� ������ ����"-
�����. 7�
"��, �� ������� 4.6 �����
 G ����� ��
������
.

4��� s-��������� ����� ������ Gi (i ∈ I) ������� ���)
����� ��-
�
�
��� ���� �����
�� [22], �� ������ 1) – 3) ������� 3.1 ��!�� �
-
����� ����� �
���	����.
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!������ 4.14. ���
� {Gi}i∈I – �	�	��
� �	�����	����� �����.
������

∏
i∈I

Gi ����	 
�����
���� 
��� � 
��� 
���, ���� ����-

���
�� ��	�����	 ������:
1) 	��� ��� ���
� ����� p ����	
�� ����	 �����	�	 �	� ����	���
C �� G 
��	, �
 pC �= C, 
 Tp(G) =

∏
i∈I

Tp(Gi);

2) ��� ����� �	����%��� ������ �����	��� A � B ����� �	� ����	���
1 �� G ��	��	
, �
 π(A) ∩ π(B) = ∅.

"�#�	��������. �
� �
� ���
�
��� ��� ������ ������� s-����-
����� ������, �� �� ������� 3.1 ���	���, "�� ������
 {Gi}i∈I �	���-
������ ������ ����"�����. ���	
 �� ������� 4.3 ����"
�� ���������

������ 1). 0��
�	����� ������ 2) ����
�� �� ���� 2.2 � 2.1. ���
�-
��. #��� a, b ∈ G � H(a) ≤ H(b), �	� a = (. . . , ai, . . . ), b = (. . . , bi, . . . ).
�
� �
� 	�� �
!	��� i ∈ I �������� ai, bi ∈ Gi ��!�� ��!�� � ���-
�� �
���!���� ������ ��
�
���� G′

i ������ Gi, �� ��� G′
i = Ai ⊕ Bi,

�	� Ai – ����� �
���!��
� �����
 ��� ���"���� ����"���� �
��
, 
 Bi

– ����
� ����
 ����"���� "���
 �����"����� p -�����, �� �������� a
� b ��	�� ����
	��!
� ������� ��
�
����� G′ =

∏
i∈I

Ai ⊕
∏
i∈I

Bi ����-

�� G. #������ 	�� 	��
�
��� ��
 �������
��� ϕ ∈ E (G) �
����, "��
ϕ(a) = b, 	���
��"�� ���
�
� , "��G′ – ����� ��
������
� �����
. �
�

���	��� �� ���	�	���� �������, 	�� ����� ��
���������� ������ G′

	���
��"�� �
����� , "��
∏
i∈I

Ai – ����� ��
������
� �����
 � {Bi}i∈I

– ����� ��
������
� ������
. ,����� ��
��������� �����	��� ���-
	��� �� ���	���� 3.9 � 3.7. ,����� ��
��������� 

∏
i∈I

Ai ���
��
����

 ���	���� 2.7.

�������
� 4.15. �	�����	����� ��	�	�� ������ ����	 
�����
��-
�� 
��� � 
��� 
���, ���� ��� ����� 		 �	����%��� ������
�����	��� A � B ����� �	� ����	��� 1 ��		�, �
 π(A) ∩ π(B) = ∅.

�
��� ��	�� �����	�
�� ������ �����
 ����� ��
���������� �


�
����������� ������� ������	���� s-��������� ����� �����.

#����� �� ���)
��
� �����
 �
���������� ���	
 � ��� �� ���	
,
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���	
 �
���������� �� ��	�����
��
� "
�� , ��  ���	����� ���	��-
!���� � ��� ���	����� ������ ���	���
�
���� ��	�����
�����.

������ ��
� 4.16. ���
� G =
∏
i∈I

Gi – ��	"����� ������. ������

G ����	���	
�� 
��� � 
��� 
���, ���� �������
�� ��	�����	
������:
1) 	��� Gi (i ∈ I) – ��	"����� ������, 
 �� ����	���	
��;
2) T (

∏
i∈I

Gi) =
∏
i∈I

T (Gi).

"�#�	��������. ,��������� ������ 1) ���	��� �� [47, ���. 224].
���
!�� ������ 2). �������� ��������, �� ��� ���� T (

∏
i∈I

Gi) �=
∏
i∈I

T (Gi), ���	
 �����

∏
i∈I

T (Gi) ��	��!�� ������� g �
���, "�� o(g) = ∞,

g = (. . . , gi, . . . ) � o(gi) = ni (ni ∈ N) 	�� ������ i ∈ I. /
��������
������� ��� ����	��
�� gi �= 0 � ���� ni = pki

i mi, �	� pi – �
��� ����-
��� "����, "�� (pi, mi) = 1 � ki, mi ∈ N. ���	
 ������� migi ��	�� ���� 

����	�� pki
i . 1����
Gi, �
� ���	��� �� ����� 4.1, ��	�� ��	��!
� �����-

"����� ������ ��
�
���� Ai ����	�
 �� ��� )��� pki
i . �
� �
� o(g) = ∞,

�� �
�	���� ����	��
�
 gj �������
 g � ������� "���� pj �
���, "��

o(gj) = p
kj

j mj , �	� (pj, mj) = 1 � kj , mj ∈ N, ���"�� p
kj

j > pki
i . ���	
, ��-

��
��� ����� 4.1,  ������ Gj �
�	���� �����"����� ������ ��
�
���� Aj

����	�
 �� ��� )��� p
kj

j . #��	��!
� �
��� ���
���, �� ����"�� �����-
�� ����� {Ai}i∈I′, �	� I

′ ⊆ I � |I ′| = ℵ0, ����	�� �������  �����������

�����
��"���. �
� �
� �
!	
� �����
 Ai (i ∈ I ′) �	�������  ������ Gi

������ ��
�
����, ��
∏
i∈I

Gi =
∏

i∈I\I′
Gi ⊕

∏
i∈I′

Bi ⊕
∏
i∈I′

Ai, �	� Gi = Ai ⊕ Bi

	�� ������ i ∈ I ′. �
� �
�
∏
i∈I

Gi �
����������, �� �
!	�� ������ ��
-

�
���� ���� ������ �
�!� �
����������, �� ��� 
∏
i∈I′

Ai = A⊕ T (
∏
i∈I′

Ai),

�	� A – �����
 ��� ���"����. &� T (
∏
i∈I′

Ai) – ���
��"���
� �����
 [46,

���	���� 40.3], "�� ��������"�� ���� "�� ��
, � 	����� �������, ��-
	��!�� �����
��"����� ��	������ ⊕

i∈I′
Ai. ���
���. #����� �� ������-

���� ������ 1), �� Gi = Ai ⊕T (Gi) (i ∈ I), �	� Ai – �����
 ��� ���"����.
���	


∏
i∈I

Gi =
∏
i∈I

Ai ⊕
∏
i∈I

T (Gi) =
∏
i∈I

Ai ⊕ T (
∏
i∈I

Gi).
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�������
� 4.17. #��� G =
∏
i∈I

Gi – ��	"����� ������, ��	 Gi (i ∈ I)

– �	�����	���	 ������, 
 G – �	����	��������� ������.

�������
� 4.18. ���
� G =
∏
i∈I

Gi – ��	"����� ������, {Gi}i∈I –

���
	�� �����, ����	
������� ������ ��	���
�. ������ G ���-
�	���	
�� 
��� � 
��� 
���, ���� �������
�� ��	�����	 ���-
���:
1) 	��� Gi (i ∈ I) – ��	"����� ������, 
 �� ����	���	
��;
2) 	��� ��� ���
� ����� p ����	
�� ����	 �����	�	 �	� ����	���
A ������ G 
��	, �
 pA = A, 
 Tp(

∏
i∈I

Gi) =
∏
i∈I

Tp(Gi).

3) ⊕
p∈π

∏
i∈I

Tp(Gi) =
∏
i∈I

⊕
p∈π

Tp(Gi).

"�#�	��������. &�����	����� ���	��� �� ���	��!���� 4.16. ���
	��
�
��� ��
 	���
��"����� �
� ��!�� ���
�
� , "�� T (

∏
i∈I

Gi) =
∏
i∈I

T (Gi). �
� �
� ������
 {Gi}i∈I �	��������� ������ ����"�����,

��, ����
��� ���	���� 4.4, 	�� ������ �������� "���
 p, 	�� ����-
���� �
�	���� i ∈ I �
���, "�� �����
 Gi/T (Gi) �� p -	����
 ���	�-
��, "�� Tp(

∏
i∈I

Gi) =
∏
i∈I

Tp(Gi). ���	
 �����: T (
∏
i∈I

Gi) = ⊕
p∈π
Tp(

∏
i∈I

Gi) =

⊕
p∈π

∏
i∈I

Tp(Gi) =
∏
i∈I

⊕
p∈π

Tp(Gi) =
∏
i∈I

T (Gi).

�������
� 4.19. '���	 
�����
����� ��	"����� ������ G, ���-
��� ������ �����	�	��� s-���	�� ����� ����� Gi (i ∈ I), ����	�-
��	
�� 
��� � 
��� 
���, ���� �������
�� ��	�����	 ������:
1) 	��� Gi (i ∈ I) – ��	"����� ������, 
 �� ����	���	
��;
2) 	��� ��� ���
� ����� p ����	
�� ����	 �����	�	 �	� ����	���
A ������ G 
��	, �
 pA = A, 
 Tp(

∏
i∈I

Gi) =
∏
i∈I

Tp(Gi).

3) ⊕
p∈π

∏
i∈I

Tp(Gi) =
∏
i∈I

⊕
p∈π

Tp(Gi).

"�#�	�������� ����
�� �� ������� 3.1 � ���	�	����� ���	����.

0��	���
� ������
 ���
!
�� ������ �����
 ����� ��
�����-
����� �
 ���
�
��� ���� ������� ������	���� 
������ ��	�����
�-
��� �����.
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!������ 4.20. ������ G =
∏
i∈I

Gi ����	
�� ����	 
�����
����

�	�����	���� ������ 
��� � 
��� 
���, ���� �������
�� ��	-
�����	 ������:
1) Gi – �	�����	����� ������ ��� ���� i ∈ I;
2) ��� ����� ������� ������ �����	��� �	� ����	��� A � B �� G

����, �
 t(A) �= t(B), ��	��	
, �
 π(A) ∩ π(B) = ∅;
3) G = ⊕

i∈J1

Gi⊕ ⊕
i∈J2

Ai⊕
k⊕

j=1

∏
i∈I′

A
(j)
i ⊕ ∏

i∈I\J1

T (Gi), ��	 J1, J2 – ��	���	 ��-

 	�
�� 
���	, �
 J1 ⊂ I, J2 ⊂ I\J1, I
′ = I\(J1∪J2);

∏
i∈I\J1

T (Gi) – ���-

���	���� ������; Ai
∼= Gi/T (Gi) ��� ���� i ∈ I \ J1;

∏
i∈I′

A
(j)
i (j = 1, k)

– ������	 ������ �	� ����	���, ����	� 	���
∏
i∈I′

A
(j)
i �= ⊕

i∈I′
A

(j)
i ���

�	�
�� j = 1, k, 

∏
i∈I′

A
(j)
i ��		
 ��	��
	�
��� 
��; ⊕

i∈J2

Ai –

����� ���� ���� ������ �	� ����	���.

"�#�	��������. &�����	����� . ������ 2) ���	��� �� ����� 2.2 �

����� 2.1. ,��������� ������ 1) ����"
�� �� [42, ���	���� 3]. #��
!��
���
�	����� ������ 3). �
� �
� G – ���
�
��� �
� �����
, �� ����-
������ ������ 2) � 3) �� [42, ���	���� 3 ]. �� ��� ��������� ����"���

��	���!���� J1 ⊂ I �
���, "�� ������ T (Gi) (i ∈ I \ J1)  �����������

���
��"���. ���	
 G = ⊕
i∈J1

Gi ⊕
∏

i∈I\J1

Gi = ⊕
i∈J1

Gi ⊕
∏

i∈I\J1

Ai ⊕
∏

i∈I\J1

T (Gi),

�	� Ai
∼= Gi/T (Gi) 	�� ������ i ∈ I \ J1 �

∏
i∈I\J1

T (Gi) – ���
��"���
�

�����	�"���
� �����
. .� ��������� ������ 2) 	
����� ���	���� �

������ �) �� [42, ���	���� 3] ����"�� �������
��� ����"���� ��	-
���!���
 J2 ⊂ I \ J1 � k ∈ N �
���, "��

∏
i∈I\J1

Ai =
∏

i∈J2

Ai ⊕
∏
i∈I′

Ai, �	�

k = max |τ(Ai)|i∈I′, � τ(Ai) (i ∈ I ′, I ′ = I \ (I1 ∪ I2)) – ���!���� ����

������ ��
�
���� ��� ���"���� �
��
 1 ����� Ai. �
� �
� �
!	
� ����-
�
 Ai (i ∈ I ′) ������� ����� ��
�������� ���
�
��� ��� ������� ���

���"����, ��, �
� ����
�� �� ������� 2.4, ��
 – �	����	�� �
���!�-

�
� �����
. ���	

∏
i∈I′

Ai =
∏
i∈I′

k⊕
j=1

A
(j)
i =

k⊕
j=1

∏
i∈I′

A
(j)
i , ���"�� 	�� ������

j = 1, k �
����, "��
∏
i∈I′

A
(j)
i �= ⊕

i∈I′
A

(j)
i ���	���, "��

∏
i∈I′

A
(j)
i – �	����	�
�
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�����
 �	������������ ���
 [3]. ��, "�� ⊕
i∈J2

Ai – �	����	�� �
���!��
�

�����
 �
�!� ���	��� �� �� ����� ��
���������� � ���
�
��� �����.
����
��"���� . �
� �
� ������ ������� 4.14 ����������, �� G – ���-
�� ��
������
� �����
. #����� �� Gi – ���
�
��� �
� �����
 	�� ��-
���� i ∈ I, �� 	�� ���
�
��� ����� ������ G 	���
��"�� �
����� , "��∏
i∈I′

A
(j)
i – ���
�
��� �
� �����
 	�� ������ j = 1, k [42, ���	���� 3].

&������
�. 4���  ������� 4.20 ������ Gi (i ∈ I) �"������, �� �

�����
� ⊕
i∈J1

Gi ⊕ ⊕
i∈J2

Ai � A
(j)
i (i ∈ I ′, j = 1, k) �� ������ 3) ��!�� ����-

"�� 	��������� ��� ������
���: ��� ������ ����� �
���!��� [22,
���	���� 1.6], �� "��� ���	���, "�� ���� G – ���)
��
� �����
, �� ��


�
����������.
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