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kL@^EWYE SLOWA: KOLXCO PSEWDORACIONALXNYH ^ISEL, PSEWDORACIO-

NALXNYJ RANG, FAKTORNO DELIMAQ SME[ANNAQ GRUPPA.

aNNOTACIQ

w DANNOJ RABOTE IZU^A@TSQ FAKTORNO DELIMYE SME[ANNYE GRUPPY.

dLQ NIH RASSMATRIWAETSQ WWEDENNYJ a.a. fOMINYM NOWYJ INWARIANT {

PSEWDORACIONALXNYJ RANG.

wWEDENIE

w RABOTE [5] a.a. fOMIN I W. Wickless WWELI PONQTIE SME[ANNOJ FAKTORNO

DELIMOJ GRUPPY I POSTROILI KATEGORI@ QD, OB_EKTAMI KOTOROJ QWLQ@TSQ \TI

GRUPPY, A MORFIZMAMI { KWAZIGOMOMORFIZMY, TAM VE ONI DOKAZALI, ^TO KATEGO-

RIQ QD DWOJSTWENNA KATEGORII QT F { ABELEWYH GRUPP BEZ KRU^ENIQ KONE^NOGO

RANGA S KWAZIGOMOMORFIZMAMI W KA^ESTWE MORFIZMOW. oTMETIM, ^TO GRUPPY IZ

KATEGORII QD PRIWLEKLI K SEBE WNIMANIE DOWOLXNO DAWNO. tAK, NAPRIMER, FAK-

TORNO DELIMYE GRUPPY BEZ KRU^ENIQ \TO W TO^NOSTI KLASSI^ESKIE FAKTORNO

DELIMYE GRUPPY, KOTORYE W 1961 GODU RASSMOTRELI R. Beaumount I R. Pierce

W [2], A S. Glaz I W. Wickless W [3] POSTROILI KLASS G, SOSTO]IJ IZ SME[ANNYH

FAKTORNO DELIMYH GRUPP.

dLQ GRUPP BEZ KRU^ENIQ KONE^NOGO RANGA I FAKTORNO DELIMYH GRUPP a.a.fO-

MIN W [6] WWEL PONQTIE PSEWDORACIONALXNOGO TIPA I PSEWDORACIONALXNOGO RANGA.

w [7] I [8] SODERVETSQ RQD REZULXTATOW DLQ GRUPP BEZ KRU^ENIQ, OTNOSITELX-

NO WWEDENNYH fOMINYM PONQTIJ. zDESX VE \TI PONQTIQ RASSMATRIWA@TSQ DLQ

FAKTORNO DELIMYH GRUPP.

pOD GRUPPOJ W RABOTE PODRAZUMEWAETSQ ABELEWA GRUPPA, ZAPISANNAQ ADDITIW-

NO; Z, Q I bZp { OBOZNA^ENIQ KOLEC CELYH, RACIONALXNYH I CELYH p-ADI^ESKIH
^ISEL SOOTWETSTWENNO, P { MNOVESTWO WSEH PROSTYH ^ISEL. eSLI S { PODMNO-

VESTWO GRUPPY G, TO


S
�
{ PODGRUPPA, POROVDENNAQ MNOVESTWOM S, A



S
�
�
{

SERWANTNAQ OBOLO^KA S W G, SOSTOQ]AQ IZ WSEH TAKIH \LEMENTOW x 2 G, ^TO

nx 2


S
�
, DLQ NEKOTOROGO NATURALXNOGO n. ~EREZ r(G) BUDEM OBOZNA^ATX RANG

BEZ KRU^ENIQ GRUPPY G, ^EREZ r�(G) I r�(M) { PSEWDORACIONALXNYJ RANG GRUP-

PY G I R-MODULQ M SOOTWETSTWENNO. pODGRUPPA F NAZYWAETSQ POLNOJ W GRUPPE
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G, ESLI G=F { PERIODI^ESKAQ GRUPPA. ~EREZ t(G) I Ĝ BUDEM OBOZNA^ATX PERI-

ODI^ESKU@ ^ASTX I Z-ADI^ESKOE POPOLNENIE GRUPPY G SOOTWETSTWENNO. zNAK

POKAZYWAET KONEC DOKAZATELXSTWA. oPREDELENIQ DRUGIH ISPOLXZUEMYH PONQTIJ

I OBOZNA^ENIJ MOVNO NAJTI W [1].

1 mODULI NAD KOLXCOM PSEWDORACIONALXNYH

^ISEL

rASSMOTRIM PODKOLXCO W KOLXCE J =
Q
p2P

bZp, POROVDENNOE IDEALOM
L
p2P

bZp I
EDINICEJ KOLXCA.

oPREDELENIE 1 [4] kOLXCO R =
D
1;
L
p2P

bZp
E
�

NAZYWAETSQ KOLXCOM PSEWDO-

RACIONALXNYH ^ISEL.

rASSMOTRIM TAKVE KONSTRUKCII RQDA DRUGIH KOLEC, PRIWEDENNYE W RABOTE

[4]. pUSTX � = (mp) { PROIZWOLXNAQ HARAKTERISTIKA, Kp = Z=pmpZ ILI Kp = bZp,
PRI mp <1 I mp =1 SOOTWETSTWENNO. eSLI � SODERVIT BESKONE^NO MNOGO NE-

NULEWYH \LEMENTOW, TO RASSMOTRIM PODKOLXCO R� =


1;
L
p2P

Kp

�
�
KOLXCA

Q
p2P

Kp.

eSLI WSE p-KOMPONENTY �, ZA ISKL@^ENIEM p1; : : : ; pn, RAWNY NUL@, TO RASSMOT-

RIM KOLXCA K� = Kp1 � � � � �Kpn I R� = Q�K�. zAMETIM, ^TO ESLI � = (1),

TO KOLXCO R� ESTX W TO^NOSTI KOLXCO PSEWDORACIONALXNYH ^ISEL.

sLEDU@]IE SWOJSTWA KOLXCA PSEWDORACIONALXNYH ^ISEL BOLEE ILI MENEE O^E-

WIDNY.

sWOJSTWA.

1) |LEMENT r = (�p) 2
Q
p2P

bZp PRINADLEVIT KOLXCU R TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA DLQ NEGO NAJDETSQ RACIONALXNOE ^ISLO jrj = m=n TAKOE, ^TO

n�p = m, PO^TI PRI WSEH PROSTYH p.

2) |LEMENTY WIDA "p = (0; : : : ; 0; 1p; 0; : : : ) QWLQ@TSQ IDEMPOTENTAMI KOLX-

CA R. bOLEE TOGO, L@BOJ IDEMPOTENT KOLXCA R IMEET WID " = "p1 + � � �+ "pn
ILI 1� ".

3) T =
L
p2P

bZp QWLQETSQ IDEALOM KOLXCA R I SOSTOIT IZ WSEH TAKIH r 2 R,

^TO jrj = 0.

wS@DU DALEE, DLQ PROIZWOLXNOGO PSEWDORACIONALXNOGO ^ISLA r ^EREZ jrj BUDEM

OBOZNA^ATX RACIONALXNOE ^ISLO, OPREDELENNOE W SWOJSTWE 1, A ^EREZ T BUDEM

OBOZNA^ATX IDEAL KOLXCA R, OPREDELENNYJ W SWOJSTWE 3.

dALEE MY RASSMOTRIM NEKOTORYE INWARIANTY I SWOJSTWA MODULEJ NAD KOLX-

COM PSEWDORACIONALXNYH ^ISEL.
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oPREDELENIE 2 [4] R-MODULX M NAZYWAETSQ DELIMYM, ESLI EGO ADDITIW-

NAQ GRUPPA DELIMAQ BEZ KRU^ENIQ (PRI \TOM rm = jrjm). eSLI R-MODULX NE

SODERVIT DELIMYH PODMODULEJ, TO ON NAZYWAETSQ REDUCIROWANNYM.

tEOREMA 1 [4] dLQ PROIZWOLXNOGO R-MODULQ M SPRAWEDLIWO:

1. mODULX M LIBO REDUCIROWANNYJ, LIBO SODERVIT NAIBOLX[IJ DELIMYJ

PODMODULX divM ;

2. divM = fm 2M j tm = 0 DLQ L@BOGO t 2 Tg;

3. divM WYDELQETSQ PRQMYM SLAGAEMYM W M .

pUSTX M { PROIZWOLXNYJ KONE^NO POROVDENNYJ R-MODULX S SISTEMOJ OB-

RAZU@]IH fx1; : : : ; xng. tOGDA, O^EWIDNO, ^TO bZp-MODULX Mp = "pM POROVDAET-

SQ \LEMENTAMI f"px1; : : : ; "pxng. kONE^NO POROVDENNYJ p-ADI^ESKIJ MODULX Mp

PREDSTAWIM W WIDE PRQMOJ SUMMY CIKLI^ESKIH bZp-MODULEJ:

Mp =


a1
�
bZp

� � � � �


an
�
bZp

;

GDE NEKOTORYE SLAGAEMYE MOGUT BYTX NULEWYMI.

cIKLI^ESKIJ bZp-MODULX IZOMORFEN ILI Z=pkipZ, GDE kip { CELOE NEOTRICA-

TELXNOE ^ISLO, ILI bZp. sLEDOWATELXNO, IZOMORFIZM

Mp
�= Z(pk1p)� � � � � Z(pktp)�

M
s

bZp; t + s = n

OPREDELQET SLEDU@]U@ UPORDO^ENNU@ POSLEDOWATELXNOSTX CELYH NEOTRICATELX-

NYH ^ISEL I SIMWOLOW 1

0 � knp � � � � � knp � 1; (1)

GDE POSLEDNIE s ^LENOW ESTX SIMWOLY 1 (0 � s � n). pOSLEDOWATELXNOSTX (1)

PO WSEM PROSTYM p OPREDELQET POSLEDOWATELXNOSTX HARAKTERISTIK. nESKOLXKO

PERWYH HARAKTERISTIK MOGUT BYTX NULEWYMI, ESLI IH OTBROSITX, TO POLU^IM

POSLEDOWATELXNOSTX

�1 � � � � � �k: (2)

mNOVESTWO HARAKTERISTIK (2) BUDEM NAZYWATX PRIWEDENNYM TIPOM rI^MANA

ILI PROSTO TIPOM rI^MANA KONE^NO POROVDENNOGO R-MODULQM . zAMETIM, ^TO

W OTLI^II OT GRUPP BEZ KRU^ENIQ, TIP rI^MANA R-MODULQ SOSTOIT IZ HARAK-

TERISTIK, A NE IZ TIPOW.

oPREDELENIE 3 [4] pSEWDORACIONALXNYM RANGOM R-MODULQ M NAZYWAET-

SQ dimQ

�
M=TM

�
| RAZMERNOSTX FAKTORMODULQ M=TM , RASSMATRIWAEMOGO W

KA^ESTWE WEKTORNOGO PROSTRANSTWA NAD POLEM Q �= R=T .
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sWOJSTWA.

4) eSLI M { PROIZWOLXNYJ R-MODULX, TO MNOVESTWO

TM = ftm j t 2 T;m 2Mg

QWLQETSQ PODMODULEM MODULQ M , PRI^EM TM =
L
p2P

Mp, GDE Mp = "pM .

5) eSLI N { PODMODULX R-MODULQ M , TO r�(M) = r�(M=N) + r�(N).

tAK KAK T (M=N) = TM=TN I (M =N )=(TM =TN ) �= (M =TM )=(N =TN ) ; TO

r�(M) = dimQ((M=N)=(TM=TN)) + dimQ(N=TN) = r�(M=N) + r�(N):

6) eSLIM { R-MODULX LOKALXNO SWOBODNOGO TIPA rI^MANA (W TIPE rI^MANA

NET SIMWOLOW 1), TO r�(M) = r(M).

eSLI M { R-MODULX LOKALXNO SWOBODNOGO TIPA rI^MANA, TO TM = t(M),

SLEDOWATELXNO, r�(M) = r(M=t(M)) = r(M).

2 fAKTORNO DELIMYE GRUPPY

oPREDELENIE 4 [5] gRUPPA G NAZYWAETSQ FAKTORNO DELIMOJ, ESLI ONA NE

SODERVIT PERIODI^ESKIH DELIMYH PODGRUPP, NO SODERVIT TAKU@ SWOBODNU@

PODGRUPPU KONE^NOGO RANGA F , ^TO G=F { PERIODI^ESKAQ DELIMAQ GRUPPA.

lINEJNO NEZAWISIMU@ cISTEMU \LEMENTOW X = fx1; : : : ; xng, POROVDA@]U@

GRUPPU F IZ OPREDELENIQ 4, BUDEM NAZYWATX FUNDAMENTALXNOJ SISTEMOJ FAK-

TORNO DELIMOJ GRUPPY G, A SAMU GRUPPU F { EE FUNDAMENTALXNOJ PODGRUPPOJ.

pUSTX G { REDUCIROWANNAQ FAKTORNO DELIMAQ SME[ANNAQ GRUPPA. rASSMOT-

RIM EE Z-ADI^ESKOE POPOLNENIE Ĝ. kANONI^ESKIJ GOMOMORFIZM � : G ! Ĝ QW-

LQETSQ MONOMORFIZMOM, TAK KAK ker� =
T
n2N

nG = G1 = 0. gRUPPA Ĝ QWLQETSQ

bZ-MODULEM, A ZNA^IT, I MODULEM NAD KOLXCOM PSEWDORACIONALXNYH ^ISEL.

oPREDELENIE 5 [6] R-MODULX R(G) = divG �


�(G)

�
R
; NAZYWAETSQ PSEW-

DORACIONALXNYM TIPOM FAKTORNO DELIMOJ GRUPPY G.

o^EWIDNO, ^TO SU]ESTWUET ESTESTWENNOE WLOVENIE ' : G ! R(G), PO\TOMU

WEZDE DALEE BUDEM OTOVDESTWLQTX G S '(G).

lEMMA 1 [6] pUSTX F =
nL
i=1

Zxi { TAKAQ SWOBODNAQ PODGRUPPA FAKTORNO

DELIMOJ GRUPPY G, ^TO G=F { PERIODI^ESKAQ DELIMAQ GRUPPA, TOGDA

R(G) =


F
�
R
=


x1; : : : ; xn

�
R
:
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dOKAZATELXSTWO. nAM DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO L@BOJ \LEMENT g 2 G

MOVNO PREDSTAWITX W WIDE g = r1x1 + � � �+ rnxn, GDE r1; : : : ; rn 2 R.

tAK KAK G=F { PERIODI^ESKAQ GRUPPA, TO mg = m1x1 + � � � + mnxn, PRI

NEKOTORYH m;m1; : : : ; mn 2 Z I m 6= 0. tOGDA

mg = (1� ")(m1x1 + � � �+mnxn) + "(m1x1 + � � �+mnxn);

GDE " = "p1 + � � �+"ps I p1; : : : ; ps { WSE PROSTYE DELITELI m. tAK KAK IDEMPOTENT

(1� ") DELITSQ NA m, TO

m(g �
1� "

m
(m1x1 + � � �+mnxn)) 2 "R(G) = "p1R(G)� � � � � "psR(G):

bZp-MODULX "pR(G) SOWPADAET S p-ADI^ESKIM POPOLNENIEM Ĝp, SLEDOWATELXNO,

g �
1� "

m
(m1x1 + � � �+mnxn) 2 Ĝp1 � � � � � Ĝps:

nO \TI PODMODULI R-MODULQ R(G) POROVDA@TSQ \LEMENTAMI "pjxi, j = 1; : : : ; s;

i 2 f1; : : : ; ng, ZNA^IT,

g �
1� "

m
(m1x1 + � � �+mnxn) = "s1x1 + � � �+ "snxn;

GDE s1; : : : ; sn 2 R. tAKIM OBRAZOM, g = r1x1 + � � �+ rnxn, GDE r1; : : : ; rn 2 R.

sLEDSTWIE 1 pSEWDORACIONALXNYJ TIP FAKTORNO DELIMOJ GRUPPY QWLQ-

ETSQ KONE^NO POROVDENNYM R-MODULEM.

rASSMOTRIM PROSTEJ[IE SWOJSTWA PSEWDORACIONALXNOGO TIPA, KOTORYE BUDUT

W DALXNEJ[EM ISPOLXZOWATXSQ.

tEOREMA 2 pUSTX G I H { FAKTORNO DELIMYE GRUPPY, TOGDA:

1. eSLI H � G, TO R(H) � R(G);

2. t(G) = t(R(G));

3. R(nG) = nR(G) PRI L@BOM n 2 N .

dOKAZATELXSTWO. 1. tAK KAK H � G I R(G) = divG �


G=divG

�
R
, TO

L@BOJ \LEMENT IZ R(H) SODERVITSQ W R(G).

2. tAK KAK G � R(G), TO t(G) � t(R(G)). s DRUGOJ STORONY t(R(G)) � t(Ĝ) =

t(G), SLEDOWATELXNO, t(R(G)) = t(G).

3. iZ LEMMY 1 SLEDUET, ^TO R(nG) =


nF
�
R
= n



F
�
R
= nR(G).

wOZXMEM PROIZWOLXNYJ \LEMENT g IZ FAKTORNO DELIMOJ GRUPPY G. dLQ KAV-

DOGO PROSTOGO p ^ISLO k BUDEM NAZYWATX p-PORQDKOM \LEMENTA g, ESLI pk { PO-

RQDOK \LEMENTA "pg 2 R(G) (p-PORQDOK \LEMENTA g BUDEM OBOZNA^ATX op(g)). pRI
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\TOM, ESLI "pg = 0, TO BUDEM S^ITATX, ^TO op(g) = 0. pOSLEDOWATELXNOSTX p-

PORQDKOW

�(g) = (op1(g); : : : ; opn(g); : : : )

BUDEM NAZYWATX HARAKTERISTIKOJ \LEMENTA g.

tEOREMA 3 pUSTX G { PROIZWOLXNAQ FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA, TOGDA:

1. dLQ L@BOGO g 2 G I n 2 N HARAKTERISTIKI �(g) I �(ng) PRINADLEVAT

ODNOMU TIPU;

2. pUSTX g 2 G I



g
�
R
�= R�, TOGDA �(g) = �;

3. eSLI ' : G! H I g 2 G, TO �('(g)) � �(g).

dOKAZATELXSTWO. 1. eSLI nOD(pi; n) = 1, TO o("pig) = o("ping), A ESLI

o("pig) = 1, TO I o("ping) = 1. iZ \TOGO SLEDUET, ^TO HARAKTERISTIKI �(g)

I �(ng) MOGUT OTLI^ATXSQ LI[X KONE^NYM MNOVESTWOM KONE^NYH \LEMENTOW.

2. eSLI o("pg) = 1, TO


"pg
�
R
�= bZp, A ESLI o("pg) = pk, TO



"pg
�
R
�= Z(pk).

tOGDA �p = �p(g) PRI L@BOM PROSTOM p, T.E. � = �(g).

3. tAK KAK op('(g)) � op(g) PRI L@BOM PROSTOM p, TO �('(g)) � �(g).

3 pSEWDORACIONALXNYJ RANG

dLQ PROIZWOLXNOJ FAKTORNO DELIMOJ GRUPPY G OPREDELIM EE PSEWDORACIO-

NALXNYJ RANG KAK PSEWDORACIONALXNYJ RANG EE PSEWDORACIONALXNOGO TIPA, T.E.

r�(G) = r�(R(G)):

tEOREMA 4 fAKTORNO DELIMAQ GRUPPA IMEET PSEWDORACIONALXNYJ RANG 0

TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ONA REDUCIROWANNAQ I EE TIP rI^MANA SOSTOIT

IZ PO^TI NULEWYH HARAKTERISTIK.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA G IMEET PSEWDORACIO-

NALXNYJ RANG 0. tAK KAK R(G) { KONE^NO POROVDENNYJ R-MODULX, TO NAJDETSQ

TAKOE " 2 R, ^TO "R(G) = R(G). oTS@DA SLEDUET, ^TO GRUPPA G REDUCIROWANNAQ

I "pR(G) = 0 PO^TI PRI WSEH PROSTYH p, T.E. TIP rI^MANA GRUPPY G SOSTOIT

IZ PO^TI NULEWYH HARAKTERISTIK.

eSLI G { REDUCIROWANNAQ FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA, TIP rI^MANA KOTOROJ

SOSTOIT IZ PO^TI NULEWYH HARAKTERISTIK, TO "R(G) = R(G), SLEDOWATELXNO,

r�(R(G)) = r�(G) = 0:

pUSTX G { PROIZWOLXNAQ FAKTORNO DELIMAQ SME[ANNAQ GRUPPA, M = R(G) {

PSEWDORACIONALXNYJ TIP GRUPPY G I X = fx1; : : : ; xng { PROIZWOLXNAQ KONE^NAQ
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SISTEMA \LEMENTOW IZ G. bUDEM S^ITATX, ^TO G � M . tOGDA RASSMOTRIM DWA

MNOVESTWA:

rGX = f(r1; : : : ; rn) 2 R
n
j r1x1 + � � �+ rnxn 2 Gg;

�GX = f(r1; : : : ; rn) 2 R
n
j r1x1 + � � �+ rnxn = 0g:

o^EWIDNO, ^TOrGX QWLQETSQ GRUPPOJ PO SLOVENI@, A�GX QWLQETSQR-MODULEM.

w SLU^AI, ESLI X { FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA W G, MODULX �GX BUDEM NAZYWATX

MODULEM PSEWDORACIONALXNYH OTNO[ENIJ GRUPPY G.

tEOREMA 5 pUSTX G { PROIZWOLXNAQ FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA, MNOVES-

TWO X = fx1; : : : ; xng QWLQETSQ FUNDAMENTALXNOJ SISTEMOJ GRUPPY G, TOGDA

G �= rGX=�GX :

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM OTOBRAVENIE ' : rGX ! G, PO ZAKONU

'((r1; : : : ; rn)) = r1x1 + � � � + rnxn. iZ LEMMY 1 I OPREDELENIQ GRUPPY rGX

SLEDUET, ^TO ' { S@R_EKTIWNOE OTOBRAVENIE. tAK KAK

'((r1; : : : ; rn)+(s1; : : : ; sn)) = '((r1+s1; : : : ; rn+sn)) = (r1+s1)x1+� � �+(rn+sn)xn =

= (r1x1 + � � �+ rnxn) + (s1x1 + � � �+ snxn) = '((r1; : : : ; rn)) + '((s1; : : : ; sn));

TO ' { \PIMORFIZM, PRI^EM ker' = �GX . tAKIM OBRAZOM, G �= rGX=�GX .

tEOREMA 6 pUSTX G { PROIZWOLXNAQ FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA, SISTEMA

X = fx1; : : : xng � G TAKAQ, ^TO R(G) =


X
�
R
, TOGDA

n = r�(G) + r�(�GX):

dOKAZATELXSTWO. pOSTROIM OTOBRAVENIE ' : Rn !R(G), PO ZAKONU

'((r1; : : : ; rn)) = r1x1 + � � �+ rnxn:

dANNOE OTOBRAVENIE, O^EWIDNO, QWLQETSQ \PIMORFIZMOM, PRI^EM

ker' = f(r1; : : : ; rn) 2 R
n
j r1x1 + � � �+ rnxn = 0g = �GX :

oTS@DA SLEDUET, ^TO R(G) �= Rn=�GX , A ZNA^IT,

r�(Rn) = n = r�(R(G)) + r�(�GX) = r�(G) + r�(�GX):

sLEDSTWIE 2 eSLI G { PROIZWOLXNAQ FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA, �GX { EE

MODULX PSEWDORACIONALXNYH OTNO[ENIJ, TO

r�(G) = r(G)� r�(�GX):
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4 gRUPPA Hom(G;R)

dLQ NA^ALA POSTROIM DLQ PROIZWOLXNOJ FAKTORNO DELIMOJ GRUPPY G E]E

ODIN R-MODULX. pUSTX X = fx1; : : : ; xng { FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA GRUPPY G,

�GX { MODULX PSEWDORACIONALXNYH OTNO[ENIJ, POSTROENNYJ NA \TOJ SISTEME.

rASSMOTRIM MODULX

�GX = f(r1; : : : ; rn) 2 R
n
j�GX

0
@

r1
� � �

rn

1
A = 0g:

tEOREMA 7 [6] eSLI M { REDUCIROWANNYJ R-MODULX, ILI L { DELIMYJ R-

MODULX, TO HomZ(L;M) = HomR(L;M):

dOKAZATELXSTWO. pUSTX M { REDUCIROWANNYJ. dLQ L@BOGO PROSTOGO p

GRUPPA (1�"p)L QWLQETSQ p-DELIMOJ, A GRUPPA "pL QWLQETSQ q-DELIMOJ DLQ KAV-

DOGO PROSTOGO q 6= p. eSLI f 2 Hom(L;M), TO f((1 � "p))L � (1 � "p))M I

f("pL) � "pM � divM . tAK KAK M { REDUCIROWANNYJ R-MODULX, TO divM = 0 I

f("pL) � "pM , SLEDOWATELXNO, f("px) = "pf("px) I

0 = "pf(1� "p)x) = "pf(x)� "pf("px) = "pf(x)� f("px):

oTS@DA SLEDUET, ^TO f("px) = "pf(x) DLQ L@BOGO x 2 L. tAK KAK "pL I "pM

POLNY W p-ADI^ESKOJ TOPOLOGII, TO GOMOMORFIZM f : "pL ! "pM QWLQETSQ bZp-
GOMOMORFIZMOM. tOGDA f(r"px) = r"pf(x) DLQ WSEH r 2 R I x 2 L, I SLEDOWATELX-

NO, f 2 HomR(L;M).

pUSTX L { DELIMYJ MODULX. tOGDA f(L) � divM I

f(rx) = f(jrjx) = jrjf(x) = rf(x)

DLQ WSEH r 2 R I x 2 L:

lEMMA 2 pUSTX G I H { NEKOTORYE FAKTORNO DELIMYE SME[ANNYE GRUP-

PY, PRI^EM H { REDUCIROWANNAQ GRUPPA, ILI G { DELIMAQ, F =
nL
i=1

Zxi { FUN-

DAMENTALXNAQ PODGRUPPA GRUPPY G, ' : G! H { PROIZWOLXNYJ GOMOMORFIZM,

TOGDA, ESLI

g = r1x1 + � � �+ rnxn 2 G; r1; : : : ; rn 2 R;

TO '(g) = r1'(x1) + � � �+ rn'(xn).

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM NESKOLXKO SLU^AEW.

1-YJ SLU^AJ. G I H { REDUCIROWANNYE GRUPPY. pUSTX Ĝ I Ĥ { Z-ADI^ESKIE

POPOLNENIQ GRUPP G I H, TOGDA SU]ESTWUET EDINSTWENNYJ GOMOMORFIZM '� TA-

KOJ, ^TO SLEDU@]AQ DIAGRAMMA KOMMUTATIWNA:

G
'
�! H

# � # �

Ĝ
'�

�! Ĥ:
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zDESX OTOBRAVENIQ � I � QWLQ@TSQ MONOMORFIZMAMI, PO\TOMU MOVNO S^ITATX,

^TO G � Ĝ I H � Ĥ. tAK KAK Ĝ I Ĥ { REDUCIROWANNYE R-MODULI, TO, PRIMENIW

TEOREMU 7, POLU^IM:

'(g) = '(r1x1 + � � �+ rnxn) = '�(r1x1 + � � �+ rnxn) =

= r1'
�(x1) + � � �+ rn'

�(xn) = r1'(x1) + � � �+ rn'(xn):

2-OJ SLU^AJ. G I H { DELIMYE GRUPPY BEZ KRU^ENIQ, TOGDA ONI QWLQ@TSQ

DELIMYMI R-MODULQMI, I SLEDOWATELXNO, PO TEOREME 7

'(g) = '(r1x1 + � � �+ rnxn) = r1'(x1) + � � �+ rn'(xn):

3-IJ SLU^AJ. G { DELIMAQ GRUPPA I H = D�H1, GDE D { DELIMAQ GRUPPA BEZ

KRU^ENIQ, A H1 { REDUCIROWANNAQ GRUPPA. tAK KAK Hom(G;H) = Hom(G;D), TO

DANNYJ SLU^AJ SWODITSQ K SLU^A@ 2.

4-YJ SLU^AJ.H { REDUCIROWANNAQ GRUPPA IG = D�G1, GDED { DELIMAQ GRUP-

PA BEZ KRU^ENIQ, A G1 { REDUCIROWANNAQ. tAK KAK Hom(G;H) = Hom(G1; H), TO

DANNYJ SLU^AJ SWODITSQ K SLU^A@ 1.

oTMETIM, ^TO LEMMA 2 OSTAETSQ SPRAWEDLIWOJ, ESLIH { PROIZWOLXNAQ GRUPPA

S NULEWOJ ULXMOWSKOJ PODGRUPPOJ (NAPRIMER, ESLI H = R { ADDITIWNAQ GRUPPA

KOLXCA PSEWDORACIONALXNYH ^ISEL).

tEOREMA 8 pUSTX G { PROIZWOLXNAQ FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA. eSLI X =

fx1; : : : ; xng { EE FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA, TO GOMOMORFIZM ' : G! R, TA-

KOJ, ^TO '(xi) = ri (i 2 f1; : : : ; ng) SU]ESTWUET TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

(r1; : : : ; rn) 2 �GX.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX ' 2 Hom(G;R) I (s1; : : : ; sn) { PROIZWOLXNYJ \LE-

MENT IZ �GX . tOGDA s1x1+ � � �+ snxn = 0, I ZNA^IT, '(s1x1+ � � �+ snxn) = 0. nO

IZ WY[E DOKAZANNOGO SLEDUET, ^TO '(s1x1 + � � �+ snxn) = s1'(x1)+ � � �+ sn'(xn),

ZNA^IT, DLQ L@BOGO (s1; : : : ; sn) 2 �GX SPRAWEDLIWO: s1'(x1)+ � � �+ sn'(xn) = 0,

T.E. ('(x1); : : : ; ('(xn)) 2 �GX .

pROWERIM OBRATNOE UTWERVDENIE. pUSTX (r1; : : : ; rn) { PROIZWOLXNYJ \LEMENT

MODULQ �GX , DOKAVEM SU]ESTWOWANIE TAKOGO GOMOMORFIZMA ' 2 Hom(G;R), ^TO

'(xi) = ri (i 2 f1; : : : ; ng).

pUSTX g { PROIZWOLXNYJ \LEMENT GRUPPY G, TAK KAK G SERWANTNO WKLA-

DYWAETSQ W ADDITIWNU@ GRUPPU R-MODUL


X
�
R
, TO g = s1x1 + � � � + snxn, GDE

s1; : : : ; sn 2 R. rASSMOTRIM SOOTWETSTWIE MEVDU \LEMENTAMI GRUPPY G I KOLXCA

PSEWDORACIONALXNYH ^ISEL PO ZAKONU:

'(g) = s1r1 + � � �+ snrn:

pOKAVEM, ^TO ' { OTOBRAVENIE. pUSTX g = s01x1+ � � �+ s
0

nxn, GDE s
0

1; : : : ; s
0

n 2 R, {

DRUGOE PREDSTAWLENIE \LEMENTA g. tOGDA

(s1 � s01)x1 + � � �+ (sn � s0n)xn = 0; T.E. ((s1 � s01); : : : ; (sn � s0n)) 2 �GX :
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tAK KAK (r1; : : : ; rn) 2 �GX , TO (s1 � s01)r1 + � � �+ (sn � s0n)rn = 0; ZNA^IT,

'(s1x1 + � � �+ snxn) = '(s01x1 + � � �+ s0nxn);

T.E. ' { OTOBRAVENIE.

pUSTX g1; g2 2 G I g1 = s1x1+ � � �+snxn, g2 = t1x1+ � � �+tnxn { PROIZWOLXNYE

PREDSTAWLENIQ \LEMENTOW g1; g2 W R-MODULE


X
�
R
, TOGDA

'(g1 + g2) = '((s1 + t1)x1 + � � �+ (sn + tn)xn) = (s1 + t1)r1 + � � �+ (sn + tn)rn =

= (s1r1 + � � �+ snrn) + (t1r1 + � � �+ tnrn) = '(g1) + '(g2):

tAKIM OBRAZOM, ' { GOMOMORFIZM, PRI^EM '(xi) = ri (i 2 f1; : : : ; ng):

sLEDSTWIE 3 eSLI G { PROIZWOLXNAQ FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA, TO

Hom(G;R) �= �GX :

tEOREMA 9 eSLI G { PROIZWOLXNAQ FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA, TO

r�(G) � r�(Hom(G;R)):

dOKAZATELXSTWO. pUSTX X = fx1; : : : ; xng { FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA

GRUPPY G. rASSMOTRIM R-MODULX

��GX = f(r1; : : : ; rn) 2 R
n
j�GX

0
@

r1
� � �

rn

1
A � Tg:

wEKTORNOE PROSTRANSTWO ��GX=T�
�GX QWLQETSQ ORTOGONALXNYM DOPOLNENIEM K

PROSTRANSTWU �GX=T�GX , SLEDOWATELXNO,

r�(��GX) + r�(�GX) = r(G):

tOGDA, U^ITYWAQ SLEDSTWIE 3 I TO, ^TO �GX � ��GX , POLU^AEM

r�(Hom(G;R)) � r�(��GX) = r(G)� r�(�GX) = r�(G):

oTMETIM TAKVE SLEDU@]EE UTWERVDENIE.

tEOREMA 10 eSLI G { GRUPPA KONE^NOGO RANGA (NE OBQZATELXNO FAKTORNO

DELIMAQ), TO

T �Hom(G;R) = Hom(G; T ):

dOKAZATELXSTWO. tAK KAK T � Hom(G;R) � Hom(G; T ), TO DOSTATO^NO

POKAZATX, ^TO L@BOJ GOMOMORFIZM ' IZ G W T LEVIT W T �Hom(G;R).

pUSTX ' 2 Hom(G; T ), F =
nL
i=1

Zxi { POLNAQ SWOBODNAQ PODGRUPPA W G. tOGDA

SU]ESTWUET TAKOE " 2 R, ^TO '(F ) � "R. eSLI g { PROIZWOLXNYJ \LEMENT IZ G,

TO mg 2 F PRI NEKOTOROM NATURALXNOM m, SLEDOWATELXNO, '(mg) = m'(g) 2 "R;

A ZNA^IT, '(g) 2 "R. tAKIM OBRAZOM, '(G) � "R I ' 2 T �Hom(G;R).
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5 rADIKAL FAKTORNO DELIMOJ GRUPPY

rASSMOTRIM E]E ODNU WAVNU@ PODGRUPPU W FAKTORNO DELIMOJ GRUPPE. rA-

DIKALOM FAKTORNO DELIMOJ GRUPPY G BUDEM NAZYWATX GRUPPU

G[0] =
\

':G!R

ker':

tEOREMA 11 pUSTX G { PROIZWOLXNAQ FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA, TOGDA:

1. G[0] = fg 2 G j �(g) NE SODERVIT SIMWOLOW 1g;

2.


G[0]

�
R
= G[0];

3. G=G[0] QWLQETSQ FAKTORNO DELIMOJ GRUPPOJ BEZ KRU^ENIQ;

4. r�(G=t(G)) = r�(G=G[0]) + r�(G[0]).

dOKAZATELXSTWO. 1. pUSTX H = fg 2 G j �(g) NE SODERVIT SIMWOLOW 1g I

' 2 Hom(G;R). eSLI g 2 H, TO �('(g)) < �(g), W ^ASTNOSTI �('(g)) NE SODERVIT

SIMWOLOW 1. nO '(g) 2 R, SLEDOWATELXNO, '(g) = 0, T.E. H � G[0].

pUSTX g 2 G[0]. eSLI op(g) =1 PRI NEKOTOROM PROSTOM p, TO "pR(G) SODER-

VIT PRQMYE SLAGAEMYE WIDA bZp. pOSKOLXKU "pR(G) { KONE^NO POROVDENNYJ bZp-
MODULX, TO SU]ESTWUET TAKOJ GOMOMORFIZM 'p : "pR(G) ! bZp; ^TO "pg =2 ker'p.

tAK KAK "pR(G) { PRQMOE SLAGAEMOE W R(G), A bZp { PRQMOE SLAGAEMOE W R, TO

SU]ESTWUET GOMOMORFIZM ' : R(G) ! R; TAKOJ, ^TO g =2 ker'. pUSTX  { OGRA-

NI^ENIE GOMOMORFIZMA ' NA GRUPPU G. tOGDA  2 Hom(G;R) I  (g) = '(g) 6= 0,

T.E. g =2 G[0]. pOLU^ILI PROTIWORE^IE, ZNA^IT, �(g) NE SODERVIT SIMWOLOW 1 I

G[0] � H, T.E. G[0] = H.

2. pUSTX g 2 G[0]; r 2 R. uBEDIMSQ, ^TO rg 2 G[0]. iZ SWOJSTW PSEWDORACIO-

NALXNYH ^ISEL SLEDUET, ^TO r = (1� ")m
n
+ "r. tOGDA

n(rg) = (1� ")mg + n("rg):

tAK KAK �(g) < 1, TO "pg 2 t(G) PRI L@BOM p, SLEDOWATELXNO, n("rg) 2 t(G) I

(1�")mg = mg�"mg 2 G. tAKIM OBRAZOM, n(rg) 2 G, A ZNA^IT, W SILU STROENIQ

GRUPPY G, rg 2 G. u^ITYWAQ, ^TO �(rg) � �(g) <1, POLU^AEM, ^TO rg 2 G[0].

3. iZ SWOJSTWA 2 SLEDUET, ^TOG[0] { R-MODULX, PRI^EM TG[0] = t(G[0]) = t(G).

tOGDA IZ SWOJSTW R-MODULEJ SLEDUET, ^TO G[0]=t(G) = G[0]=TG[0] { WEKTORNOE

POSTRANSTWO NAD POLEM Q, T.E. G[0]=t(G) { DELIMAQ GRUPPA BEZ KRU^ENIQ.

w [6] DOKAZANO, ^TO G=t(G) { FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA BEZ KRU^ENIQ. tAK

KAK G[0]=t(G) { DELIMAQ PODGRUPPA G=t(G) I G=G[0] �= (G=t(G))=(G[0]=t(G)), TO

G=G[0] { FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA BEZ KRU^ENIQ.

4. tAK KAK G[0]=t(G) { DELIMAQ GRUPPA, TO G=t(G) �= G[0]=t(G) � G=G[0],

SLEDOWATELXNO, r�(G=t(G)) = r�(G[0]) + r�(G=G[0]).
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tEOREMA 12 eSLI G { PROIZWOLXNAQ FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA, TO

r�(Hom(G;R)) � r�(G)� r�(G[0]):

dOKAZATELXSTWO. pUSTX X = fx1; : : : ; xng { FUNDAMENTALXNAQ SISTEMA

GRUPPY G. rASSMOTRIM R-MODULX

rG[0] = f(r1; : : : ; rn) 2 R
n
j r1x1 + � � �+ rnxn 2 G[0]g:

uSLOWIE r1x1 + � � �+ rnxn 2 G[0] RAWNOSILXNO TOMU, ^TO

'(r1x1 + � � �+ rnxn) = r1('(x1)) + � � �+ rn('(xn)) = 0

PRI L@BOM ' 2 Hom(G;R), A ZNA^IT,

(r1; : : : ; rn) 2 rG[0], �GX

0
@

r1
� � �

rn

1
A = 0: (1)

kAK I W DOKAZATELXSTWE TEOREMY 9 IZ (1) POLU^AEM

r�(rG[0]) � r(G)� r�(Hom(G;R)): (2)

s DRUGOJ STORONY G[0] �= rG[0]=�GX , SLEDOWATELXNO,

r�(rG[0]) = r�(G[0]) + r�(�GX) = r�(G[0]) + r(G)� r�(G): (3)

iZ (2) I (3) POLU^AEM

r�(Hom(G;R)) � r�(G)� r�(G[0]):

lEMMA 3 rADIKAL G[0] QWLQETSQ SERWANTNOJ PODGRUPPOJ GRUPPY G.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM URAWNENIE nx = g, GDE g 2 G[0]. pUSTX x0 {

EGO RE[ENIE W GRUPPE G, TOGDA

'(g) = '(nx0) = n'(x0) = 0

PRI L@BOM ' 2 Hom(G;R). nO W R NET \LEMENTOW KONE^NOGO PORQDKA, ZNA^IT,

IZ RAWENSTWA n'(x0) = 0 SLEDUET, ^TO '(x0) = 0 PRI L@BOM ' 2 Hom(G;R), T.E.

x0 2 G[0].

tEOREMA 13 eSLI G { FAKTORNO DELIMAQ SME[ANNAQ GRUPPA, TO

1. Hom(G;R) = 0 , G IMEET LOKALXNO SWOBODNYJ TIP rI^MANA;

2. Hom(G;R) �= Rr(G) , G { SWOBODNAQ GRUPPA;
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3. Hom(G;R) � T r(G)
DLQ L@BOJ FAKTORNO DELIMOJ GRUPPY G.

dOKAZATELXSTWO. 1. uSLOWIE RAWENSTWA NUL@ GRUPPY Hom(G;R) RAWNO-

SILXNO TOMU, ^TO G = G[0], A POSLEDNEE OZNA^AET, ^TO G IMEET LOKALXNO SWOBOD-

NYJ TIP rI^MANA.

2. dLQ FAKTORNO DELIMOJ SME[ANNOJ GRUPPY G IMEET MESTO IZOMORFIZM

Hom(G;R) �= Hom(G=G[0]; R);

GDE G=G[0] { FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA BEZ KRU^ENIQ KONE^NOGO RANGA. iSPOLXZUQ

REZULXTATY, POLU^ENNYE W [8], NE TRUDNO DOKAZATX, ^TO DLQ GRUPPY BEZ KRU^ENIQ

G=G[0] USLOWIE Hom(G=G[0]; R) �= Rr(G) RAWNOSILXNO TOMU, ^TO G=G[0] { SWO-

BODNAQ GRUPPA BEZ KRU^ENIQ RANGA r(G). tAK KAK G[0] { SERWANTNAQ PODGRUPPA

GRUPPY G, TO PO IZWESTNOJ TEOREME kULIKOWA (SM. [1] TEOREMA 28.2), IZ SWOBODY

GRUPPY G=G[0] SLEDUET, ^TO G[0] { PRQMOE SLAGAEMOE GRUPPY G, T.E.

G = G[0]� F;

GDE F { SWOBODNAQ GRUPPA RANGA r(G), POSKOLXKU F �= G=G[0]. iZ PRQMOGO RAZLO-

VENIQ SLEDUET, ^TO r(G[0]) = r(G)� r(F ) = 0, A ZNA^IT, G[0] = t(G) { PERIODI-

^ESKAQ GRUPPA. nO GRUPPA t(G)� F QWLQETSQ FAKTORNO DELIMOJ TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA t(G) = 0. tAKIM OBRAZOM, IZ Hom(G;R) �= Rr(G) SLEDUET, ^TO G {

SWOBODNAQ GRUPPA. oBRATNOE UTWERVDENIE O^EWIDNO.

3. eSLI Hom(G;R) �= T r(G) DLQ FAKTORNO DELIMOJ GRUPPY G, TO

Hom(G=G[0]; R) �= T r(G)

DLQ GRUPPY BEZ KRU^ENIQ G=G[0] KONE^NOGO RANGA. nO KAK POKAZANO W [8] PO-

SLEDNEE RAWNOSILXNO TOMU, ^TO G=G[0] { KOREDUCIROWANNAQ LOKALXNO SWOBODNAQ

GRUPPA, ^TO NEWOZMOVNO, TAK KAK G=G[0] { FAKTORNO DELIMAQ GRUPPA.
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