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Àííîòàöèÿ
Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ àáåëåâû ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî

ðàíãà è ôàêòîðíî äåëèìûå ñìåøàííûå ãðóïïû. Äëÿ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ
êîíå÷íîãî ðàíãà ðàññìàòðèâàåòñÿ ââåäåííûé À.À. Ôîìèíûì íîâûé èí-
âàðèàíò � ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûé ðàíã è íàõîäèòñÿ åãî ñâÿçü ñ îáû÷íûì
ðàíãîì. Äëÿ ôàêòîðíî äåëèìûõ ñìåøàííûõ ãðóïï íàéäåíî óñëîâèå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ãîìîìîðôèçìà èç îäíîé ãðóïïû â äðóãóþ.

Ââåäåíèå
Ïîä ãðóïïîé â ðàáîòå ïîäðàçóìåâàåòñÿ àáåëåâà ãðóïïà, çàïèñàííàÿ àääè-

òèâíî; Z, Q è Ẑp � îáîçíà÷åíèÿ êîëåö öåëûõ, ðàöèîíàëüíûõ è öåëûõ p-àäè÷åñêèõ
÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî, P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Åñëè S � ïîäìíî-
æåñòâî ãðóïïû G, òî

〈
S
〉
� ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì S, à

〈
S
〉
∗ �

ñåðâàíòíàÿ îáîëî÷êà S â G, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ x ∈ G, ÷òî
nx ∈ 〈

S
〉
, äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n. ×åðåç r(G) è rp(G) áóäåì îáîçíà÷àòü

ñîîòâåòñòâåííî ðàíã áåç êðó÷åíèÿ è p-ðàíã ãðóïïû G, ÷åðåç r∗(G) è r∗(M) �
ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûé ðàíã ãðóïïû G è R-ìîäóëÿ M ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäãðóï-
ïà F íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â ãðóïïå áåç êðó÷åíèÿ G åñëè G/F � ïåðèîäè÷åñêàÿ
ãðóïïà. Çíàê ïîêàçûâàåò êîíåö äîêàçàòåëüñòâà. Îïðåäåëåíèÿ äðóãèõ èñïîëü-
çóåìûõ ïîíÿòèé è îáîçíà÷åíèé ìîæíî íàéòè â [1].

1 Ìîäóëè íàä êîëüöîì ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë

Ðàññìîòðèì ñåðâàíòíîå ïîäêîëüöî R â
∏
p∈P

Ẑp, ïîðîæäåííîå èäåàëîì
⊕
p∈P

Ẑp è åäèíèöåé êîëüöà.

Îïðåäåëåíèå 1. ([2]) Êîëüöî R =
〈
1,

⊕
p∈P

Ẑp

〉
∗
íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ïñåâ-

äî-ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
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Ðàññìîòðèì òàêæå êîíñòðóêöèè ðÿäà äðóãèõ êîëåö, ïðèâåäåííûå â ðàáîòå
[2]. Ïóñòü χ = (mp) � ïðîèçâîëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà, Kp = Z/pmpZ èëè Kp = Ẑp,
ïðè mp < ∞ è mp = ∞ ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè χ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, òî ðàññìîòðèì ïîäêîëüöî Rχ =

〈
1,

⊕
p∈P

Kp

〉
∗ êîëüöà

∏
p∈P

Kp. Åñëè âñå p-êîìïîíåíòû χ, çà èñêëþ÷åíèåì p1, . . . , pn, ðàâíû íóëþ, òî

ðàññìîòðèì êîëüöà Kχ = Kp1 ⊕ · · · ⊕ Kpn è Rχ = Q ⊕ Kχ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
χ = (∞), òî êîëüöî Rχ åñòü â òî÷íîñòè êîëüöî ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Îòìåòèì, ÷òî íåçàâèñèìî îò À.À. Ôîìèíà, äàííûé êëàññ êîëåö áûë ðàññìîò-
ðåí Ï.À. Êðûëîâîì â [3].

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîëåö Rχ áîëåå èëè ìåíåå î÷åâèäíû. Èõ äîêàçàòåëüñòâà
ìîæíî íàéòè â [2].

Ñâîéñòâà.
1) Ýëåìåíò r = (αp) ∈

∏
p∈P

Kp ïðèíàäëåæèò êîëüöó Rχ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà äëÿ íåãî íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî |r| = m/n òàêîå, ÷òî nαp =
m, ïî÷òè ïðè âñåõ ïðîñòûõ p.

2) Ýëåìåíòû âèäà εp = (0, . . . , 0, 1p, 0, . . . ) ÿâëÿþòñÿ èäåìïîòåíòàìè êîëü-
öà Rχ. Áîëåå òîãî, ëþáîé èäåìïîòåíò êîëüöà Rχ èìååò âèä ε = εp1 + · · ·+ εpn

èëè 1− ε.
3) T =

⊕
p∈P

Ẑp ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà R è ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ r ∈ R,

÷òî |r| = 0.
Âñþäó äàëåå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïñåâäî-ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà r ÷åðåç |r| áó-

äåì îáîçíà÷àòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, îïðåäåëåííîå â ñâîéñòâå 1, à ÷åðåç T áóäåì
îáîçíà÷àòü èäåàë êîëüöà R, îïðåäåëåííûé â ñâîéñòâå 3.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èíâàðèàíòû è ñâîéñòâà ìîäóëåé íàä êîëüöîì ïñåâ-
äî-ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 2. ([2]) R-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ äåëèìûì, åñëè åãî àääè-
òèâíàÿ ãðóïïà � äåëèìàÿ áåç êðó÷åíèÿ. Åñëè R-ìîäóëü íå ñîäåðæèò äåëèìûõ
ïîäìîäóëåé, òî îí íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì.

Òåîðåìà 1. ([2]) Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî R-ìîäóëÿ M ñïðàâåäëèâî:
1. Ìîäóëü M ëèáî ðåäóöèðîâàííûé, ëèáî ñîäåðæèò íàèáîëüøèé äåëèìûé

ïîäìîäóëü divM ;
2. divM = {m ∈ M | tm = 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ T};
3. divM âûäåëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì â M .

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü ñ ñèñòåìîé îá-
ðàçóþùèõ {x1, . . . , xn}. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî Ẑp-ìîäóëü Mp = εpM ïîðîæäàåò-
ñÿ ýëåìåíòàìè {εpx1, . . . , εpxn}. Êîíå÷íî ïîðîæäåííûé p-àäè÷åñêèé ìîäóëü Mp
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ïðåäñòàâèì â âèäå ïðÿìîé ñóììû öèêëè÷åñêèõ Ẑp-ìîäóëåé:

Mp =
〈
a1

〉
Ẑp
⊕ · · · ⊕ 〈

an

〉
Ẑp

,

ãäå íåêîòîðûå ñëàãàåìûå ìîãóò áûòü íóëåâûìè.
Öèêëè÷åñêèé Ẑp-ìîäóëü èçîìîðôåí èëè Z/pkipZ, ãäå kip � öåëîå íåîòðèöà-

òåëüíîå ÷èñëî, èëè Ẑp. Ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôèçì

Mp
∼= Z(pkp1)⊕ · · · ⊕ Z(pkpt)⊕

⊕
s

Ẑp, t + s = n

îïðåäåëÿåò ñëåäóþùóþ óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ íåîòðèöà-
òåëüíûõ ÷èñåë è ñèìâîëîâ ∞

0 ≤ kp1 ≤ · · · ≤ kpn ≤ ∞, (1)

ãäå ïîñëåäíèå s ÷ëåíîâ åñòü ñèìâîëû∞ (0 ≤ s ≤ n). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1) ïî
âñåì ïðîñòûì p îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òèïîâ δ1 ≤ · · · ≤ δn. Íåñêîëüêî
ïåðâûõ òèïîâ ìîãóò áûòü íóëåâûìè. Îòáðîñèâ èõ, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåíóëåâûõ òèïîâ

τ1 ≤ · · · ≤ τk. (2)

Îïðåäåëåíèå 3. ([2]) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2) íàçûâàåòñÿ òèïîì Ðè÷ìà-
íà êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî R-ìîäóëÿ M , ÷èñëî k íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì
ðàíãîì M . Ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûì ðàíãîì êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî R-ìîäóëÿ M

íàçûâàåòñÿ dimQ

(
M/TM

)
� ðàçìåðíîñòü ôàêòîðìîäóëÿ M/TM (áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå r∗(M)), ðàññìàòðèâàåìîãî â êà÷åñòâå âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íàä Q ∼= R/T .

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå À.À. Ôîìèíà äëÿ ïñåâäî-ðàöèîíàëüíîãî ðàíãà
îáîáùàåòñÿ è äëÿ íå êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ R-ìîäóëåé.

Ñâîéñòâà.
4) Åñëè M � ïðîèçâîëüíûé R-ìîäóëü, òî ìíîæåñòâî

TM = {tm | t ∈ T,m ∈ M}
ÿâëÿåòñÿ ïîäìîäóëåì ìîäóëÿ M , ïðè÷åì TM =

⊕
p∈P

Mp, ãäå Mp = εpM .

5) r∗(M/N) = r∗(M)− r∗(N).

Òàê êàê T (M/N) = TM/TN è M/N
/
TM/TN ∼= M/TM

/
N/TN , òî

r∗(M/N) = dimQM/TM − dimQN/TN = r∗(M)− r∗(N).

Â ðàáîòàõ [2] è [6] îïèñàíû íåêîòîðûå êëàññû êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ R-
ìîäóëåé, íàïðèìåð, R-ìîäóëè ïñåâäî-ðàöèîíàëüíîãî ðàíãà 0 è 1.
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2 Ìàòðèöû p-îòíîøåíèé
Ìàòðèöû p-îòíîøåíèé ãðóïïû áûëè ïîñòðîåíû À.À. Ôîìèíûì, è ïðàê-

òè÷åñêè âñå íèæå ñëåäóþùåå â ýòîì ðàçäåëå, â òîé èëè èíîé ñòåïåíè, � öèòè-
ðîâàíèå èç ðàáîòû [4].

Ïóñòü G � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà n ñî ñâîáîäíîé ïîäãðóïïîé
F =

n⊕
i=1

Zxi; rp � p-ðàíã ãðóïïû G, äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p. Òîãäà ïåðèîäè÷åñêàÿ
ãðóïïà G/F èìååò âèä:

G/F =
⊕
p∈P

[
G/F

]
p
∼=

⊕
p∈P

[ rp⊕
i=1

Z(pkip)⊕
n⊕

i=rp+1

Z(p∞)
]
. (3)

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òèïîâ
(
[(k1p)], . . . , [(knp)]

)
, ãäå kip

âçÿòû èç (3), ñ÷èòàÿ kip = ∞, ïðè i > rp, íàçûâàåòñÿ òèïîì Ðè÷ìàíà ãðóï-
ïû G.

Çàôèêñèðóåì p, òîãäà äëÿ êàæäîãî èç ïåðâûõ rp öèêëè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ â
(3) ñóùåñòâóåò íàáîð öåëûõ ÷èñåë ap

ij, ãäå j ∈ {1, . . . , n}, òàêèõ ÷òî ýëåìåíò

yp
i + F =

ap
i1x1 + · · ·+ ap

inxn

pkip
+ F

ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ýòîãî ñëàãàåìîãî. Åñëè αp
ij = ap

ij + pkipZ ∈ Z/pkipZ, òî
äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , rp} ïîëó÷èëè îòíîøåíèå â Z/pkipZ-ìîäóëå G/pkipG

αp
i1x1 + · · ·+ αp

inxn = 0.

Äëÿ êàæäîãî èç n−rp êâàçèöèêëè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ â (3) íàéäåì ìíîæåñòâî
òàêèõ îáðàçóþùèõ {yp

i (k) + F | 1 ≤ k < ∞}, ÷òî

pyp
i (1) + F = 0 & pyp

i (k) + F = yp
i (k − 1) + F.

Êàê è âûøå, êàæäîå yp
i (k) îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå

n∑
j=1

αp
ijxj = 0 â G/pkG. Äëÿ

êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî j ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
αp

ij(k)
)

k
îïðåäåëÿåò öåëîå p-

àäè÷åñêîå ÷èñëî αp
ij. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî i ∈ {rp + 1, . . . , n} ïîëó÷èëè

p-àäè÷åñêîå îòíîøåíèå
n∑

j=1

αp
ijxj = 0 â Ẑp-ìîäóëå Ĝp, ãäå Ĝp � p-àäè÷åñêîå ïî-

ïîëíåíèå ãðóïïû G.
Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p çàïèøåì ìíîæåñòâî p-îòíîøåíèé â ìàòðè÷íîé ôîð-

ìå: Mp
GX = 0. Çäåñü X � (n × 1)-ñòîëáåö ñ êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn, à Mp

G åñòü
(n × n)-ìàòðèöà ñ i-îé ñòðîêîé, ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòîâ êîëüöà Z/pkipZ, ïðè
i ≤ rp, èëè èç ýëåìåíòîâ êîëüöà Ẑp, ïðè i > rp.
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Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ãðóïïå G ñ ôèêñèðîâàííûì áàçèñîì {x1, . . . , xn}
ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî ìàòðèö p-îòíîøåíèé {Mp

G}. Îáðàòíî, èìåÿ ìíîæåñòâî
(n × n)-ìàòðèö {Mp}, òàêèõ ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà êàæäîé ìàòðèöû Mp ñîñòîèò
èç ýëåìåíòîâ îäíîãî è òîãî æå êîëüöà

(
Z/pkipZ èëè Ẑp

)
, ìû ìîæåì îáðàòèòü

íàøè ðàññóæäåíèÿ è ïîëó÷èòü ãðóïïó áåç êðó÷åíèÿ ðàíãà n. Ïðè÷åì ãðóïïà,
ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâà ìàòðèö {Mp

G}, áóäåò â òî÷íîñòè G.
Òåîðåìà 2. ([4]) Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî

ðàíãà, {x1, . . . , xn} � åå ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà, H � ãðóï-
ïà áåç êðó÷åíèÿ, {y1, . . . , yn} � åå ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû. Òîãäà ãîìîìîðôèçì
f : G → H, òàêîé ÷òî f(xi) = yi (1 ≤ i ≤ n), ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà Mp
G




y1

· · ·
yn


 =




0
· · ·
0


, äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p.

3 Êàòåãîðèÿ F
Â ðàáîòå [5] À.À. Ôîìèí ïîñòðîèë êàòåãîðèþ F , äâîéñòâåííóþ êàòåãîðèè

QT F (àáåëåâûõ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà ñ êâàçèãîìîìîðôèçìàìè â
êà÷åñòâå ìîðôèçìîâ). Ðàññìîòðèì ýòó êàòåãîðèþ è àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äâîé-
ñòâåííûõ îáúåêòîâ.

Îïðåäåëåíèå 5. ([5]) Êâàçèãîìîìîðôèçìàìè ìîäóëåé M1 → M2 íàä êîëü-
öîì ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòû èç Q⊗HomR(M1,M2).
Îáðàòèìûå êâàçèãîìîìîðôèçìû íàçûâàþòñÿ êâàçèèçîìîðôèçìàìè.

Îïðåäåëåíèå 6. ([5]) Îáúåêòàìè êàòåãîðèè F ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûå ãðóï-
ïû êîíå÷íîãî ðàíãà, ïîðîæäàþùèå R-ìîäóëè. Ò. å., åñëè F ⊂ M åñòü ñâîáîä-
íàÿ ïîäãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà àääèòèâíîé ãðóïïû R-ìîäóëÿ M , òî âëîæåíèå
F → 〈

F
〉

R
ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì êàòåãîðèè F . Ìîðôèçìîì èç îäíîãî îáúåêòà

äàííîé êàòåãîðèè F → M â äðóãîé F1 → M1 ÿâëÿåòñÿ ïàðà (f, ϕ), ñîñòîÿùàÿ
èç êâàçèãîìîìîðôèçìà f : F → F1 è R-êâàçèãîìîìîðôèçìà ϕ : K → K1, ãäå
K = M/divM è K1 = M1/divM1, òàêèõ, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòà-
òèâíà

F −→ M −→ K
↓ f ↓ ϕ
F1 −→ M1 −→ K1

,

M −→ K è M1 −→ K1 � åñòåñòâåííûå R-ãîìîìîðôèçìû.
Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, ñ ïîëíîé ñâî-

áîäíîé ïîäãðóïïîé
n⊕

i=1

Zxi. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìàòðèö p-îòíîøåíèé ãðóï-
ïû G.

Mp
G =




αp
11 . . . αp

1n

. . . . . . . . .
αp

n1 . . . αp
nn


 (4)
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Ïóñòü

y1 =
(
(αp

11)p∈P , . . . , (αp
n1)p∈P

)
, . . . , yn =

(
(αp

1n)p∈P , . . . , (αp
nn)p∈P

)
. (5)

Åñëè ãðóïïà G êîðåäóöèðîâàííàÿ (íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ),
òî îáúåêòîì â êàòåãîðèè F , äâîéñòâåííûì ê G, áóäåò

< y1, . . . , yn >→< y1, . . . , yn >R .

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, G = F ⊕ H, ãäå F � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà k ≤ n,
à H � êîðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà. Îáúåêòîì, äâîéñòâåííûì ãðóïïå F , áóäåò
< y1, . . . , yk >→< y1, . . . , yk >R, ãäå < y1, . . . , yk >R

.
=

k⊕
i=1

Qyi. Òîãäà, åñëè <

yk+1, . . . , yn >→< yk+1, . . . , yn >R � îáúåêò êàòåãîðèè F , äâîéñòâåííûé ãðóïïå
H, òî îáúåêòîì, äâîéñòâåííûì ãðóïïå G áóäåò

< y1, . . . , yk > ⊕ < yk+1, . . . , yn >→< y1, . . . , yk >R ⊕ < yk+1, . . . , yn >R .

Åñëè M � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé R-ìîäóëü, òî εpM � êîíå÷íî ïîðîæäåí-
íûé Ẑp-ìîäóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, εpM ∼= K1p ⊕ · · · ⊕ Knp, ãäå Kip

∼= Z/pkiZ

èëè Kip
∼= Ẑp. Òîãäà êàæäûé ïîðîæäàþùèé R-ìîäóëÿ M ïðåäñòàâèì â âè-

äå yi =
(
(αp

1i), . . . , (α
p
ni)

)
. Çíà÷èò, åñëè ìû îáðàòèì âûøå ïðèâåäåííóþ êîí-

ñòðóêöèþ, òî äëÿ êàæäîãî îáúåêòà êàòåãîðèè F ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ìàòðèö
p-îòíîøåíèé âèäà (4), ò. å. äâîéñòâåííóþ ãðóïïó.

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå, åñëè < x∗1, . . . , x
∗
n >→< x∗1, . . . , x

∗
n >R � îáúåêò,

äâîéñòâåííûé ãðóïïå G, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
y1 = x∗1 + divM, . . . , yn = x∗n + divM,

ãäå M =< x∗1, . . . , x
∗
n >R, à y1, . . . , yn � ñèñòåìà ýëåìåíòîâ âèäà (5).

Ïî äâîéñòâåííîñòè, êàæäîé ãðóïïå áåç êðó÷åíèÿ G êîíå÷íîãî ðàíãà ñîîò-
âåòñòâóåò îáúåêò F → M êàòåãîðèè F , ãäå M =

〈
F

〉
R
. R-ìîäóëü K = M/divM

áóäåì íàçûâàòü ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûì òèïîì ãðóïïû G è îáîçíà÷àòü R(G). Òî-
ãäà ïîä ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûì ðàíãîì ãðóïïû G áóäåì ïîíèìàòü ïñåâäî-ðàöè-
îíàëüíûé ðàíã åå ïñåâäî-ðàöèîíàëüíîãî òèïà. Äàííûå îïðåäåëåíèÿ íåñêîëüêî
îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ â [5]. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðàíã ãðóïïû F (åãî èìååò
ñìûñë íàçûâàòü ðàíãîì îáúåêòà F → M) ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ãðóïïû G.

Òåîðåìà 3. ([5]) Òèï Ðè÷ìàíà ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ G êîíå÷íîãî ðàíãà ñîâ-
ïàäàåò ñ òèïîì Ðè÷ìàíà R-ìîäóëÿ R(G).

4 Ìîäóëü ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé
Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü F → M � ïðîèçâîëüíûé îáúåêò èç êàòåãîðèè F ,

X = {x1, . . . , xn} � íåêîòîðûé áàçèñ ãðóïïû F , òîãäà ìíîæåñòâî
∆MX = {(r1, . . . , rn) | r1, . . . , rn ∈ R & r1x1 + · · ·+ rnxn ∈ divM},
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î÷åâèäíî, ÿâëÿþùååñÿ R-ìîäóëåì, íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûõ
îòíîøåíèé îáúåêòà F → M .

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñòðîåíèå ìîäóëÿ ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûõ îòíî-
øåíèé çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà ãðóïïû F . Åñëè Y = {y1, . . . , yn} � äðóãîé
áàçèñ ãðóïïû F , òî (y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn)A, ãäå A ∈ SL(n, Z). Íå òðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ∆MX = (∆MY ) At. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî ëþáûå äâà ìîäóëÿ ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé îäíîãî è òîãî æå
îáúåêòà èçîìîðôíû. Äàëåå, åñëè íå áóäåò îñîáîé íåîáõîäèìîñòè, ìîäóëü ïñåâ-
äî-ðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî ∆M , ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî
îí ïîñòðîåí íà ïðîèçâîëüíîì áàçèñå. Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ââîäèòñÿ â [7], òàì
æå ïðèâîäèòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà ýòîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 4. Åñëè G � ãðóïïà, äâîéñòâåííàÿ îáúåêòó F → M , òî

Hom(G,R) ∼= ∆M,

ãäå R � àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
n⊕

i=1

Zxi � íåêîòîðàÿ ïîëíàÿ ñâîáîäíàÿ ïîäãðóïïà
ãðóïïû G. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìàòðèö p-îòíîøåíèé {Mp

G}, ïîñòðîåííûõ íà
ýòîé ïîäãðóïïå. Ïóñòü ϕ � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû Hom(G,R), è ïóñòü
ϕ(x1) = r1, . . . , ϕ(xn) = rn. Ïî òåîðåìå 2

Mp
G




r1

. . .
rn


 = 0, (6)

äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p. Åñëè Mp
G =




αp
11 . . . αp

1n

. . . . . . . . .
αp

n1 . . . αp
nn


 , òî (6) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå





r1α
p
11 + · · ·+ rnαp

1n = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
r1α

p
n1 + · · ·+ rnα

p
nn = 0

,

à ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó

r1

(
(αp

11), . . . , (α
p
n1)

)
+ · · ·+ rn

(
(αp

1n), . . . , (αp
nn)

)
= 0.

Òîãäà, åñëè X = {x∗1, . . . , x∗n} � áàçèñ ãðóïïû F , äâîéñòâåííûé {x1, . . . , xn}, òî,
ó÷èòûâàÿ (5),

r1(x
∗
1 + divM) + · · ·+ rn(x∗n + divM) = 0,

ò. å. r1x
∗
1 + · · ·+ rnx∗n ∈ divM è (r1, . . . , rn) ∈ ∆MX .
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Φ : Hom(G,R) → ∆MX ïî çàêîíó:

Φ(ϕ) = (ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)).

Î÷åâèäíî, ÷òî Φ çàäàíî êîððåêòíî. Ïîêàæåì, ÷òî Φ � èíúåêöèÿ. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî Φ(ϕ1) = Φ(ϕ2), ò. å. ϕ1(x1) = ϕ2(x1), . . . , ϕ1(xn) = ϕ2(xn). Åñëè g �
ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ãðóïïû G, òî mg = m1x1 + · · · + mnxn, ïðè íåêîòîðîì
íàòóðàëüíîì m, çíà÷èò,

ϕ1(mg) = ϕ1(m1x1) + · · ·+ ϕ1(mnxn) = ϕ2(m1x1) + · · ·+ ϕ2(mnxn) = ϕ2(mg).

Òîãäà m(ϕ1(g)− ϕ2(g)) = 0. Íî â R íåò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ñëåäîâà-
òåëüíî, ϕ1(g)− ϕ2(g) = 0, ò. å. ϕ1 = ϕ2.

Ïîêàæåì, ÷òî Φ � ñþðúåêöèÿ. Ïóñòü (r1, . . . , rn) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç
∆MX . Êàê ïîêàçàíî âûøå, óñëîâèå (r1, . . . , rn) ∈ ∆MX ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

Mp
G




r1

· · ·
rn


 = 0, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2 ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìîìîðôèçì

ϕ ∈ Hom(G,R), ÷òî ϕ(x1) = r1, . . . , ϕ(xn) = rn. Çíà÷èò, Φ(ϕ) = (r1, . . . , rn).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî Φ � áèåêöèÿ.
Ïóñòü ϕ1, ϕ2 ∈ Hom(G,R) è r ∈ R, òîãäà

Φ(ϕ1 + ϕ2) = ((ϕ1 + ϕ2)(x1), . . . , (ϕ1 + ϕ2)(xn)) =

= (ϕ1(x1), . . . , ϕ1(xn)) + (ϕ2(x1), . . . , ϕ2(xn)) = Φ(ϕ1) + Φ(ϕ2),

è
Φ(rϕ1) = (rϕ1(x1), . . . , rϕ1(xn)) = r(ϕ1(x1), . . . , ϕ1(xn)) = rΦ(ϕ1).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî Φ � ãîìîìîðôèçì, ñëåäîâàòåëüíî, Φ � èçî-
ìîðôèçì.

Äàííàÿ òåîðåìà äàåò íàì ïðàâî ãîâîðèòü î ìîäóëå ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûõ
îòíîøåíèé ãðóïïû G. Ïîä ïîñëåäíèì, áóäåì ïîíèìàòü R-ìîäóëü Hom(G,R).

5 Ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûé ðàíã ãðóïïû áåç êðó÷å-
íèÿ

Âñþäó â äàííîì ðàçäåëå ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ ãðóïïàìè áåç
êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, ïîýòîìó, äëÿ ïðîñòîòû, ïîñëåäíèå áóäåì íàçûâàòü
ïðîñòî ãðóïïàìè.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïñåâäî-ðàöèîíàëüíîãî ðàíãà ãðóïïû G ñëå-
äóåò, ÷òî r(G) ≥ r∗(G). Âîçíèêàåò âîïðîñ: <Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ r(G) = r∗(G)?>
Íà íåãî äàåò îòâåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. r(G) = r∗(G) ⇔ Hom(G,R) = Hom(G, T ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îáúåêò F → M êàòåãîðèè F , äâîéñòâåí-
íûé ãðóïïå G. Ïóñòü F =< x1, . . . , xn >. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r(G) = r∗(G).
Òîãäà ýëåìåíòû x1 + TM, . . . , xn + TM � íåçàâèñèìû íàä Q è R-ìîäóëü M �
ðåäóöèðîâàííûé.

Ïóñòü (r1, . . . , rn) ∈ ∆M , ò. å. r1x1 + · · ·+ rnxn = 0, òîãäà

|r1|x1 + · · ·+ |rn|xn + TM = 0.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî |r1| = · · · = |rn| = 0, ò. å. r1, . . . , rn ∈ T .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Hom(G,R) = Hom(G, T ).

Ïóñòü Hom(G,R) = Hom(G, T ). Ðàâåíñòâî r1x1 + · · ·+ rnxn = 0 âåðíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ri, ïðè âñåõ i ∈ {1, . . . , n}, ëåæàò â T . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî r(G) 6= r∗(G), òîãäà ýëåìåíòû x1, . . . , xn � çàâèñèìû ïî ìîäóëþ TM . Çíà÷èò,
íàéäóòñÿ òàêèå sj ∈ R, ÷òî

xi1 =
n∑

j=2

sjxij + t, t ∈ TM.

Âîçüìåì èäåìïîòåíò (1− ε) ∈ R, òàêîé, ÷òî (1− ε)t = 0, òîãäà

(1− ε)xi1 −
n∑

j=2

(1− ε)sjxij = 0.

Íî (1− ε) /∈ T , ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, r(G) = r∗(G).
Î÷åâèäíî, ÷òî Hom(G,R) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G � äåëèìàÿ

ãðóïïà è Hom(G,R) ∼= Rr(G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G � ñâîáîäíàÿ ãðóï-
ïà. Äàëåå îïèøåì âñå òàêèå ãðóïïû G, ó êîòîðûõ Hom(G,R) ∼= ⊕

p∈P

⊕
r(G)

Ẑp, íî
ñíà÷àëà äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 1. Åñëè G � êîðåäóöèðîâàííàÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, òî

r∗(G) = r(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ðåäóöèðîâàííàÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà,
F → M � îáúåêò êàòåãîðèè F åé äâîéñòâåííûé è {x1, . . . , xn} � áàçèñ ãðóïïû
F . Ðàññìîòðèì êîìáèíàöèþ r1x1 + · · ·+ rnxn = 0, ãäå r1, . . . , rn ∈ R. Åñëè

|r1| = m1

k1

, . . . , |rn| = mn

kn

,

òî m1x1 + · · ·+ mnxn = t ∈ TM . Íî M � ìîäóëü ëîêàëüíî ñâîáîäíîãî òèïà Ðè÷-
ìàíà, ñëåäîâàòåëüíî, TM =

⊕
p∈P

Mp � åãî ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü. Òîãäà íàéäåòñÿ

òàêîå m ∈ N , ÷òî
(mm1)x1 + · · ·+ (mmn)xn = 0.
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Òàê êàê ñèñòåìà x1, . . . , xn íåçàâèñèìàÿ, òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò

mm1 = · · · = mmn = 0 è m1 = · · · = mn = 0,

à çíà÷èò, |r1| = · · · = |rn| = 0. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû x1, . . . , xn íåçàâèñèìû
ïî ìîäóëþ TM è r∗(G) = r∗(M) = n = r(G).

Òåîðåìà 6. Äëÿ ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ G ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

1. G � ðåäóöèðîâàííàÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà;

2. Hom(G,R) ∼= ⊕
p∈P

⊕
r(G)

Ẑp;

3. r(G) = r∗(G) = rp(G) ïðè ëþáîì p ∈ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîíàäîáèòñÿ èçâåñòíûé èç [1]
èçîìîðôèçì

Hom(G, Ẑp) ∼=
⊕

rp(G)

Ẑp, (7)

ãäå G � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà.
1. ⇒ 2. Ïóñòü G � ðåäóöèðîâàííàÿ ëîêàëüíî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà, òîãäà èç

òåîðåìû 5, ëåììû 1 è (7) ñëåäóåò

Hom(G,R) = Hom(G, T ) ∼=
⊕
p∈P

Hom(G, Ẑp) ∼=
⊕
p∈P

⊕

rp(G)

Ẑp.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (3), Hom(G,R) ∼= ⊕
p∈P

⊕
r(G)

Ẑp.

2. ⇒ 3. Åñëè Hom(G,R) ∼= ⊕
p∈P

⊕
r(G)

Ẑp, òî Hom(G,R) = Hom(G, T ), è çíà÷èò,

rp(G) = r(G) ïðè ëþáîì ïðîñòîì p, ò.å. r(G) = r∗(G) = rp(G) ïðè ëþáîì p ∈ P .
3. ⇒ 1. Åñëè r(G) = r∗(G), òî Hom(G, R) = Hom(G, T ), è ñëåäîâàòåëüíî,

G íå ìîæåò èìåòü ñâîáîäíûõ ïðÿìûõ ñëàãàåìûõ, ò.å. G � êîðåäóöèðîâàííàÿ. À
åñëè r(G) = rp(G) ïðè ëþáîì p ∈ P , òî ñîãëàñíî (3), G � ëîêàëüíî ñâîáîäíàÿ
ãðóïïà.

Èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïñåâäî-ðàöèîíàëüíîãî ðàíãà
ãðóïïû äîâîëüíî ñëîæíî è òðóäîåìêî, ïîýòîìó õîòåëîñü áû èìåòü áîëåå ïðî-
ñòîé ñïîñîá åãî íàõîæäåíèÿ. Èìåííî ýòîìó è ïîñâÿùåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7. Åñëè G � ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, òî

r∗(G) = r(G)− r∗Hom(G,R)

ãäå r∗Hom(G,R) � ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûé ðàíã R-ìîäóëÿ Hom(G,R).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ãðóïïó áåç êðó÷åíèÿ G êî-
íå÷íîãî ðàíãà n. Ïóñòü F → M � îáúåêò êàòåãîðèè F , äâîéñòâåííûé ãðóïïå G.
Åñëè F =< x1, . . . , xn >, òî ðàññìîòðèì R-ìîäóëü K = M/divM . Îí ïîðîæäà-
åòñÿ ýëåìåíòàìè {z1, . . . , zn}, ãäå z1 = x1 + divM, . . . , zn = xn + divM .

Îòîáðàæåíèå ϕ : Rn → K, ïî çàêîíó ϕ(r1, . . . , rn) = r1z1+· · ·+rnzn, î÷åâèäíî,
ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, ïðè÷åì

ker ϕ = {(r1, . . . , rn) ∈ Rn|r1z1 + · · ·+ rnzn = 0} =

= {(r1, . . . , rn) ∈ Rn|r1x1 + · · ·+ rnxn ∈ divM} = ∆MX .

Òàêèì îáðàçîì, K ∼= Rn/∆MX , à, çíà÷èò, r∗(K) = r∗(Rn) − r∗(∆MX). Òîãäà,
ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàò òåîðåìû 4 è òî, ÷òî r∗(K) = r∗(G), r∗(Rn) = n = r(G),
ïîëó÷àåì, ÷òî r∗(G) = r(G)− r∗

(
Hom(G,R)

)
.

6 Ôàêòîðíî äåëèìûå ñìåøàííûå ãðóïïû
Îïðåäåëåíèå 8. ([5]) Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ôàêòîðíî äåëèìîé, åñëè îíà

íå ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèõ äåëèìûõ ïîäãðóïï, íî ñîäåðæèò òàêóþ ñâîáîäíóþ
ïîäãðóïïó êîíå÷íîãî ðàíãà F , ÷òî G/F � ïåðèîäè÷åñêàÿ äåëèìàÿ ãðóïïà.

Ñâîáîäíóþ ïîäãðóïïó F èç îïðåäåëåíèÿ 8 áóäåì íàçûâàòü ôóíäàìåíòàëüíîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, à ëþáîé åå áàçèñ � ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ãðóïïû.

À.À. Ôîìèíûì â [5] äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèè QD � ôàêòîðíî
äåëèìûõ ñìåøàííûõ ãðóïï ñ êâàçèãîìîìîðôèçìàìè è êàòåãîðèè F . Ïðè÷åì,
åñëè F →< F >R � îáúåêò êàòåãîðèè F , òî ýêâèâàëåíòíàÿ åìó ãðóïïà G íàõî-
äèòñÿ êàê ñåðâàíòíàÿ îáîëî÷êà < F >∗ â àääèòèâíîé ãðóïïå R-ìîäóëÿ < F >R.
Êàê è äëÿ ãðóïï áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà, äëÿ ôàêòîðíî äåëèìûõ ñìå-
øàííûõ ãðóïï Ôîìèíûì îïðåäåëåí ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûé òèï: R(G) =< F >R.
Ïîä ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûì ðàíãîì ñìåøàííîé ôàêòîðíî äåëèìîé ãðóïïû G áó-
äåì ïîíèìàòü ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûé ðàíã ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà
G/T (G).

Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ñìåøàííàÿ ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà, T (G) � åå
ïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü. Ðàññìîòðèì êîðîòêóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → T (G) → G → G/T (G) → 0,

îíà èíäóöèðóåò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → Hom(G/T (G), R) → Hom(G,R) → Hom(T (G), R).

Òàê êàê Hom(T (G), R) = 0, òî Hom(G,R) ∼= Hom(G/T (G), R), òîãäà, ó÷èòûâàÿ
òåîðåìó 7, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 8. Åñëè G � ñìåøàííàÿ ôàêòîðíî äåëèìàÿ ãðóïïà, òî

r∗(G) = r(G)− r∗Hom(G,R)

ãäå r∗
(
Hom(G,R)

)
� ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûé ðàíã R-ìîäóëÿ Hom(G,R).

Òåîðåìà 9. ([5]) Åñëè H � ðåäóöèðîâàííûé R-ìîäóëü, èëè G � äåëèìûé
R-ìîäóëü, òî

HomZ(G,H) = HomR(G,H).

Ëåììà 2. Ïóñòü G è H � íåêîòîðûå ôàêòîðíî äåëèìûå ñìåøàííûå ãðóï-
ïû, ïðè÷åì H � ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà, èëè G � äåëèìàÿ.

n⊕
i=1

Zxi � ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ϕ : G → H � ïðîèçâîëüíûé ãîìîìîðôèçì, òîãäà,
åñëè

g = r1x1 + · · ·+ rnxn ∈ G, r1, . . . , rn ∈ R,

òî ϕ(g) = r1ϕ(x1) + · · ·+ rnϕ(xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
1-ûé ñëó÷àé. G è H � ðåäóöèðîâàííûå ãðóïïû. Ïóñòü Ĝ è Ĥ � Z-àäè÷åñêèå

ïîïîëíåíèÿ ãðóïï G è H, òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ϕ∗ òà-
êîé, ÷òî ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

G
ϕ−→ H

↓ µ ↓ ν

Ĝ
ϕ∗−→ Ĥ.

Çäåñü îòîáðàæåíèÿ µ è ν ÿâëÿþòñÿ ìîíîìîðôèçìàìè, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî G ⊂ Ĝ è H ⊂ Ĥ. Òàê êàê Ĝ è Ĥ � ðåäóöèðîâàííûå R-ìîäóëè, òî, ïðèìåíèâ
òåîðåìó 9, ïîëó÷èì:

ϕ(g) = ϕ(r1x1 + · · ·+ rnxn) = ϕ∗(r1x1 + · · ·+ rnxn) =

= r1ϕ
∗(x1) + · · ·+ rnϕ∗(xn) = r1ϕ(x1) + · · ·+ rnϕ(xn).

2-îé ñëó÷àé. G è H � äåëèìûå ãðóïïû áåç êðó÷åíèÿ, òîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ
äåëèìûìè R-ìîäóëÿìè, è ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 9

ϕ(g) = ϕ(r1x1 + · · ·+ rnxn) = r1ϕ(x1) + · · ·+ rnϕ(xn).

3-èé ñëó÷àé. G � äåëèìàÿ ãðóïïà è H = D⊕H1, ãäå D � äåëèìàÿ ãðóïïà áåç
êðó÷åíèÿ, à H1 � ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà. Òàê êàê Hom(G,H) = Hom(G,D),
òî äàííûé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 2.

4-ûé ñëó÷àé. H � ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà è G = D ⊕ G1, ãäå D � äå-
ëèìàÿ ãðóïïà áåç êðó÷åíèÿ, à G1 � ðåäóöèðîâàííàÿ. Òàê êàê Hom(G,H) =
Hom(G1, H), òî äàííûé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 1.
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Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ôàêòîðíî äåëèìàÿ ñìåøàííàÿ ãðóïïà, M = R(G) �
ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûé òèï ãðóïïû G è X = {x1, . . . , xn} � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷-
íàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ èç G. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G ⊆ M . Òîãäà ðàññìîòðèì äâà
ìíîæåñòâà:

∇GX = {(r1, . . . , rn) ∈ Rn | r1x1 + · · ·+ rnxn ∈ G},
∆GX = {(r1, . . . , rn) ∈ Rn | r1x1 + · · ·+ rnxn ∈ divG}.

Î÷åâèäíî, ÷òî∇GX ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ, à ∆GX ÿâëÿåòñÿ R-ìîäóëåì.
Â ñëó÷àè, åñëè X � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà â G, ìîäóëü ∆GX áóäåì íàçûâàòü
ìîäóëåì ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûõ îòíîøåíèé ãðóïïû G.

Ëåììà 3. Ïóñòü G è H � ïðîèçâîëüíûå ôàêòîðíî äåëèìûå ñìåøàííûå
ãðóïïû. Åñëè X = {x1, . . . , xn} � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ãðóïïû
G, Y = {y1, . . . , yn} � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ãðóïïû H è ∆GX ⊆
∆HY , òî ∇GX ⊆ ∇HY .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (r1, . . . , rn) ∈ ∇GX , ò.å.
g = r1x1 + · · ·+ rnxn ∈ G. (8)

Ïîäãðóïïà F =
n⊕

i=1

Zxi ôóíäàìåíòàëüíàÿ â ãðóïïå G, ñëåäîâàòåëüíî, G/F �
äåëèìàÿ ãðóïïà. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå m ∈ N , ÷òî

mg = m1x1 + · · ·+ mnxn ∈ F. (9)

Èç (8) è (9) ñëåäóåò, ÷òî
(mr1 −m1)x1 + · · ·+ (mrn −mn)xn = 0

ò.å. ((mr1 −m1), . . . , (mrn −mn)) ∈ ∆GX . Òàê êàê ∆GX ⊆ ∆HY , òî
(mr1 −m1)y1 + · · ·+ (mrn −mn)yn = d ∈ divH,

ñëåäîâàòåëüíî,
m(r1y1 + · · ·+ rnyn) = m1y1 + · · ·+ mnyn + d = h ∈ H.

ÐàññìîòðèìR(H) � ïñåâäî-ðàöèîíàëüíûé òèï ãðóïïû H. Êàê ïîêàçàíî â [5],
R(H) =< H >R=< F1 >R, (10)

ãäå F1 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû H, à
H =< F1 >∗⊆ R(H). (11)

Òàê êàê F1 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû H, òî lh ∈ F1 ïðè íåêî-
òîðîì l ∈ N , à òîãäà

lm(r1y1 + · · ·+ rnyn) = lh ∈ F1. (12)

Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî r1y1 + · · ·+ rnyn ∈ R(H), à ó÷èòûâàÿ (11) è (12) ïîëó÷àåì,
÷òî r1y1 + · · ·+ rnyn ∈ H. Òàêèì îáðàçîì, (r1, . . . , rn) ∈ ∇HY è ∇GX ⊆ ∇HY .
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Òåîðåìà 10. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ôàêòîðíî äåëèìàÿ ñìåøàííàÿ ãðóï-
ïà, F =

n⊕
i=1

Zxi � åå ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîäãðóïïà, H � ôàêòîðíî äåëèìàÿ ñìå-
øàííàÿ ãðóïïà, Y = {y1, . . . , yn} � åå ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû. Òîãäà ãîìîìîð-
ôèçì f : G → H, òàêîé ÷òî f(xi) = yi (1 ≤ i ≤ n), ñóùåñòâóåò òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆GX ⊆ ∆HY .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé. Ðàññìîòðèì ãîìîìîð-
ôèçì f : G → H, òàêîé ÷òî f(xi) = yi (1 ≤ i ≤ n). Ïóñòü (r1, . . . , rn) ∈ ∆GX ,
ò. å. r1x1 + · · · + rnxn ∈ divG è f = f1 + f2, ãäå f1 ∈ Hom(G, divH), f2 ∈
Hom(G, H/divH). Ïî ëåììå 2

f1(r1x1 + . . . + rnxn) = r1f1(x1) + . . . + rnf1(xn) = 0.

À òàê êàê f2(x1), . . . , f2(xn) ∈ divH, òî r1f2(x2) + . . . + rnf2(xn) ∈ divH, ñëåäî-
âàòåëüíî,

[r1f1(x1) + . . . + rnf1(xn)] + [r1f2(x2) + . . . + rnf2(xn)] =

= r1[f1(x1) + f2(x1)] + . . . + rn[f1(xn) + f2(xn)] = r1f(x1) + . . . + rnf(xn) =

= r1y1 + . . . + rnyn ∈ divH.

Òàêèì îáðàçîì, ∆GX ⊆ ∆HY .
Ïîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû. Ïóñòü ∆GX ⊆ ∆HY , ïîñòðîèì

ãîìîìîðôèçì f : G → H, òàêîé, ÷òî f(xi) = yi (1 ≤ i ≤ n).
Òàê êàê H = H1 ⊕ divH, ãäå H1 � ðåäóöèðîâàííàÿ ãðóïïà, òî ýëåìåíòû èç

ñèñòåìû Y ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

y1 = h1 + d1, . . . , yn = hn + dn, ãäå hi ∈ H1, di ∈ divH.

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâèå f1 : G → H1, ïî çàêîíó

f1(r1x1 + · · ·+ rnxn) = r1h1 + · · ·+ rnhn.

Ïóñòü g = r1x1 + · · ·+ rnxn = s1x1 + · · ·+ snxn � äâà ïðîèçâîëüíûõ ðàçëîæåíèÿ
ýëåìåíòà g ∈ G. Òîãäà

(r1 − s1)x1 + · · ·+ (rn − sn)xn = 0,

ò.å. ((r1 − s1), . . . , (rn − sn)) ∈ ∆GX . Íå òðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ∆HY = ∆H1T , ãäå
T = {h1, . . . , hn}. Òîãäà èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

(r1 − s1)h1 + · · ·+ (rn − sn)hn ∈ divH1,

íî divH1 = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

f1(r1x1 + · · ·+ rnxn) = r1h1 + · · ·+ rnhn = s1h1 + · · ·+ snhn = f1(s1x1 + · · ·+ snxn).
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Òàêèì îáðàçîì, f1 � îòîáðàæåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî f1 ñîõðàíÿåò îïåðàöèþ, ò.å.
f1 � ãîìîìîðôèçì.

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíóþ ãðóïïó F =
n⊕

i=1

Zxi. Îòîáðàæåíèå

x1 7→ d1, . . . , xn 7→ dn, (13)

â ñèëó ïðîåêòèâíîñòè ãðóïïû F , ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìîìîðôèçìà f ′2 : F →
divH. Ãðóïïà divH èíúåêòèâíàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äèàãðàììû ñ òî÷íîé ñòðî-
êîé

0 - F - G

?

f ′2
´́

´́

´́+

f2

divH

ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì f2 : G → divH, ïðåâðàùàþùèé åå â êîììóòàòèâíóþ.
Ïðè÷åì, â ñèëó óñëîâèé (13),

f2(x1) = d1, . . . , f2(xn) = dn.

Ðàññìîòðèì ãîìîìîðôèçì f = f1 ⊕ f2 èç ãðóïïû G â ãðóïïó H. Òàê êàê

f(xi) = f1(xi) + f2(xi) = hi + di = yi (1 ≤ i ≤ n),

òî f � èñêîìûé ãîìîìîðôèçì.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü G è H � ïðîèçâîëüíûå ôàêòîðíî äåëèìûå ñìåøàííûå
ãðóïïû, X è Y � ìàêñèìàëüíûå íåçàâèñèìûå ñèñòåìû â G è H ñîîòâåòñòâåí-
íî, òîãäà åñëè ∆GX = ∆HY , òî G ∼= H.
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