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Аннотация

В статье показываются необходимые и достаточные условия,
при которых из изоморфизма колец эндоморфизмов аддитивных
групп произвольных ассоциативных колец с единицей следует изо-
морфизм этих колец. Дается критерий для абелевых групп из неко-
торого класса, показывающий когда из изоморфизма колец эндо-
морфизмов групп следует изоморфизм самих групп этого клас-
са. Приводятся необходимые и достаточные условия, при которых
произвольное кольцо является кольцом эндоморфизмов некоторой
абелевой группы, что является решением проблемы 84 в [4].

В данной работе предполагается, что кольца являются ассоциативны-
ми и имеют единицу. Если R – кольцо (абелева группа), то через E(R)
будем обозначать кольцо эндоморфизмов (абелевой группы) его адди-
тивной группы, через R+ – аддитивную группу кольца R, а через Rl –
подкольцо левых умножений кольца E(R).

В своей монографии [4] Л. Фукс отмечает, что если абелевы группы
изоморфны, то будут изоморфны и их кольца эндоморфизмов, обрат-
ное не всегда верно. Отсюда, в частности, вытекает что из изоморфизма
колец следует изоморфизм колец эндоморфизмов их аддитивных групп.
Возникает задача нахождения необходимых и достаточных условий, при
которых из изоморфизма колец эндоморфизмов аддитивных групп колец
следует изоморфизм самих колец. Данная задача решается в теореме 2.
Заметим также, что если R – кольцо с единицей, то кольцо R изоморфно
кольцу левых умножений Rl лемма 3.7.3 [1].
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Лемма 1. Пусть в диаграмме

R
α−−−→ Rl i−−−→ E(R)

β

y
yδ

yβ∗ (∗)

S
γ−−−→ Sl i

′
−−−→ E(S)

α, γ – кольцевые изоморфизмы; i, i
′ – тождественные вложения колец,

тогда справедливы следующие условия:
1) если β – изоморфизм колец R и S, то существуют изоморфизмы δ

и β∗, делающие диаграмму (∗) коммутативной;
2) если δ – изоморфизм колец Rl и Sl, то существуют изоморфизмы

β и β∗, делающие диаграмму (∗) коммутативной.
Доказательство. 1) Пусть β : R → S – изоморфизм колец, тогда изо-

морфизмы α, β, γ индуцируют изоморфизм δ : Rl → Sl такой, что δ =
γβα−1. Тогда для любого r ∈ R имеем: δ(α(r)) = δ(rl) = γ(β(α−1(rl))) =
γ(β(r)) = γ(s) = sl и, с другой стороны, γ(β(r)) = γ(s) = sl, то есть
δα = γβ. Поскольку из изоморфизма колец R и S следует изоморфизм
их аддитивных групп, который, в свою очередь, влечет изоморфизм
β∗ : E(R) → E(S) такой, что β∗(ψ) = βψβ−1 для любого ψ ∈ E(R) [4].
Пусть rl ∈ Rl и δ(rl) = sl, тогда γ(β(α−1(rl))) = sl, β(α−1(rl)) = γ−1(sl),
следовательно, β(r) = s. Покажем, что β∗|Rl = δ, то есть β∗(rl) = sl.
Пусть x ∈ S, тогда (β∗(rl))(x) = β(rl(β−1(x))) = β(rl(y)) = β(ry) =
β(r)β(y) = sx = sl(x), то есть β∗(rl) = sl. Поскольку равенство β∗|Rl = δ
показывает, что правый квадрат диаграммы (∗) коммутативен, то, сле-
довательно, вся диаграмма (∗) коммутативна.
2) Пусть δ : Rl → Sl – изоморфизм колец, тогда изоморфизмы α, δ, γ
индуцируют изоморфизм β : R → S такой, что β = γ−1δα, делающий
левый квадрат диаграммы (∗) коммутативным. Действительно, для лю-
бого r ∈ R имеем: δ(α(r)) = δ(rl) = sl и, с другой стороны, γ(β(r)) =
γ(γ−1(δ(α(r)))) = δ(α(r)) = sl, то есть δα = γβ. Тогда существует изо-
морфизм β∗ : E(R) → E(S) такой, что β∗(ψ) = βψβ−1 для любого
ψ ∈ E(R). Пусть rl ∈ Rl и δ(rl) = sl, тогда β(r) = γ−1(δ(α(r))) =
γ−1(δ(rl)) = γ−1(sl) = s, то есть β(r) = s. Покажем, что β∗|Rl = δ,
то есть β∗(rl) = sl. Пусть x ∈ S, тогда (β∗(rl))(x) = (βrlβ−1)(x) =
((γ−1δα)rl(γ−1δα)−1)(x) = (γ−1δαrlα−1δ−1γ)(x) = (γ−1δαrlα−1δ−1)(xl) =
(γ−1δαrlα−1)(yl) = (γ−1δαrl)(y) = (γ−1δα)(ry) = (γ−1δα)(r)(γ−1δα)(y) =
(γ−1δ)(rl)(γ−1δ)(yl) = (γ−1)(sl)(γ−1)(xl) = sx = sl(x). Таким образом,
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правый квадрат в диаграмме (∗) коммутативен, что делает коммутатив-
ной всю диаграмму.

Теорема 2. Для колец R и S следующие условия эквивалентны:
1) R ∼= S;
2) Rl ∼= Sl;

3) E(R)
β∼= E(S), E(R)/Rl

γ∼= E(S)/Sl, причем γπ = π
′
β, где π : E(R) →

E(R)/Rl, π
′
: E(S) → E(S)/Sl – канонические эпиморфизмы и γ – груп-

повой изоморфизм.
Доказательство. Эквивалентность условий 1) и 2) следует из леммы

1. Покажем, что из 2)⇒ 3). Пусть α : Rl → Sl – изоморфизм колец,
тогда по лемме 1 существует изоморфизм β : E(R) → E(S) такой, что
диаграмма с точными строками

0 −−−→ Rl i−−−→ E(R)
π−−−→ E(R)/Rl −−−→ 0

α

y
yβ

yγ

0 −−−→ Sl i
′

−−−→ E(S)
π
′

−−−→ E(S)/Sl −−−→ 0

(∗∗)

коммутативна, где γ не задано; i, i
′ – тождественные вложения колец;

π, π
′ – канонические эпиморфизмы групп. Тогда по предложению 3 [3]

существует групповой изоморфизм γ такой, что правый квадрат диа-
граммы (∗∗) коммутативен, то есть γπ = π

′
β.

3)⇒ 2). Рассмотрим коммутативную диаграмму (∗∗) с точными стро-
ками, где α не задано; i, i

′ – тождественные вложения колец; π, π
′ –

канонические эпиморфизмы групп. Тогда по предложению 2 [3] суще-
ствует групповой мономорфизм α : Rl → Sl такой, что i

′
α = βi, то

есть диаграмма (∗∗) является коммутативной. Поскольку im βi ⊆ im i
′
,

то α = (i
′
)−1βi. Так как (i

′
)−1, β, i – кольцевые гомоморфизмы, то α –

кольцевой гомоморфизм. Покажем, что α – эпиморфизм. Поскольку β –
эпиморфизм, то для произвольного s ∈ Sl существует b ∈ E(R) такой,
что i

′
(s) = β(b). Тогда 0 = π

′
(i
′
(s)) = π

′
(β(b)) = γ(π(b)) и π(b) ∈ Ker γ.

Так как γ – мономорфизм, то π(b) = 0 и b ∈ Ker π = im i. Следователь-
но, существует r ∈ Rl такой, что i(r) = b. Тогда β(i(r)) = β(b) = i

′
(s) и,

поэтому, (i
′
)−1(β(i(r))) = s, то есть α(r) = s. Таким образом, показано

что α – кольцевой изоморфизм.
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Рассматриваемый далее результат относится к так называемой тео-
реме изоморфизма для колец эндоморфизмов, под которой понимается
обычно теорема, утверждающая, что две группы, быть может из данно-
го класса, изоморфны, если их кольца эндоморфизмов изоморфны [2].
Обозначим через K класс абелевых групп, на которых можно задать
структуру кольца с единицей. Тогда для групп из этого класса справед-
ливо следующее утверждение.

Следствие 3. Для любых A,B ∈ K следующие условия равносиль-
ны:
1) A ∼= B;
2) (Al)+ ∼= (Bl)+;

3) E(A)
β∼= E(B), E(A)/(Al)+

γ∼= E(B)/(Bl)+, причем γπ = π
′
β, где

π : E(A) → E(A)/(Al)+, π
′
: E(B) → E(B)/(Bl)+ – канонические эпи-

морфизмы.

В [4] Л. Фукс сформулировал проблему 84: найти критерии для раз-
личных типов колец, при которых эти кольца служат кольцами эндо-
морфизмов абелевых групп. В приведенном ниже утверждении решается
данная проблема для произвольных ассоциативных колец с единицей.

Следствие 4. Для кольца R и абелевой группы A следующие усло-
вия равносильны:
1) R ∼= E(A);
2) Rl ∼= (E(A))l;

3) E(R)
β∼= E(E(A)), E(R)/Rl

γ∼= E(E(A))/(E(A))l, причем γπ = π
′
β, где

π : E(R) → E(R)/Rl, π
′
: E(E(A)) → E(E(A))/(E(A))l – канонические

эпиморфизмы.

Если в следствии 4 вместо абелевой группы рассматривать ассоциа-
тивное кольцо A с единицей, то получим критерий, при котором кольцо
R является кольцом эндоморфизмов аддитивной группы кольца A.
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